
第三章 假设检验

第一节 问题的提出

      假设检验为统计学的一个大类，先结合实际问题需要提出一个假设
（Hypothesis，不是Assumption）��，称为零假设，之后根据数据，
按照一定的统计方法，判断能否认为��成立（或否定��）。由于数据有
随机性，可能判断正确，也可能判断错误。

例1. 某人声称能够看出不透明盒子内硬币的正反面（特异功能），做试
验20次，他猜对19次，能否认为他确有本领？若猜对16次、12次？问题
为，判断��: � = �

�
。

例2. 用仪器间接测量高温5次，得数据1250、1265、1245、1260、
1275，此时已知温度真值为1277，问可否认为仪器存在系统偏差？问题
为：假设测量值为�，判断��: �� = ����。
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例3. 针织品漂白时，需要考察温度对强力的影响。分别在两种温度下做
了8个试验，数据为：
      70摄氏度：20.5、18.8、19.8、20.9、21.5、19.5、21.0、21.2；
      80摄氏度：17.7、20.3、20.0、18.8、19.0、20.1、20.2、19.1。
问两种温度下强力有无差异？如果根据以往经验可认为数据分别服从正态
分布，则问题化为判断“�� = ��”和“��� = ���”。

例4. 研究抽烟与慢性支气管炎有无关系，数据为：

记� = � 抽烟 ，� = � 有慢性支气管炎 ，问题变为：判断随机变量�、 �
是否相互独立。

● 不独立不等同于存在因果关系。

有慢性支气管炎 无慢性支气管炎

抽烟 ��� ���
不抽烟 ��� ���
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例5. 由数据��,  ⋯,  ��画出的直方图，猜测�服从正态分布，如何判断？
问题化为：能否认为�的分布函数为给定的�� ∙ ？

例6. 商人A在港口接到商人B的一批产品，如何确定产品质量符合要求？
验收方案如何确定才能保障双方的基本利益？（有时涉及市场管理，如商
人A是购买奶粉的顾客。）

      零假设（Null hypothesis）一般记为��，其反面称备择假设
（Alternative），记为��。若参数空间仍为�，则��可写作��:  � ∈ ��，
其中�� ⊂ �是�的真子集，而��:  � ∈ � ∖ ��或:  � ∉ ��

      我们不能观测到�，只能观测到数据 ��,  ⋯,  �� ，它对应于样本空间
�中的一个点。一个根据样本来给出检验结果的方法，数学上可描述为�到
[�,  �]区间的一个（可测）函数� � ，� ∈ �，满足� ≤ � � ≤ �。一般
情况下，� � 仅取0或1。
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    当观测到数据� =  ��,  ⋯,  �� 时，计算� � 的值，以概率� � 拒绝��
（即接受��），以概率� − � � 接受��（即拒绝��）。

    当� � 仅取0或1时，记�� =  �:� � = � = �−� � ，
�� =  �:� � = � = �−� � 。易知� = �� ∪ ��，��与��不相交。

     称��为接受域，��为否定域。一个检验法由其否定域唯一决定。

      今后我主要用检验法� � ，教材主要用否定域。

      检验法� � 可以简单扩展为随机化检验法：� � 可以取[�,  �]区间内
任何值，之后以概率� � 否定��（即不否定��），以概率� − � � 不否
定��（即否定��）。

      随机化检验法理论上很有意义，实用中常受质疑：同样的数据，结论
却可能不同。
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● 假设��是否成立，及是否否定��，共� × � = �种可能：

① ��真，由检验法�，否定��；
② ��真，由检验法�，不否定��；
③ ��假，由检验法�，否定��；
④ ��假，由检验法�，不否定��。

      上面情形中② 、 ③ 是好的，我们做了正确的判断， ①、 ④是不好
的，我们做了错误的判断。

      称情形①为第I类错误（以真为假），情形④为第II类错误（以假为
真）。

      我们不可能完全杜绝两类错误，但“好的”检验法应尽量减少两类错
误发生的概率。
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      一般地，当你控制第I类错误较小时，第II类错误就会较大，反之亦然。

      如何比较两个检验法？如何找寻最优的检验法？

      历史形成的方法是：给定检验水平� < � < �（一般习惯上取0.01、
0.05、0.10等），对所有满足第I类错误概率≤ �的检验法，找寻其第II类
错误概率（一致）最小的（若存在）。

定义1. 称�� � = : ��� � = ��  ��,  ⋯,  �� ∈ �� （第二个等号仅对非
随机检验法）为检验法�的功效函数；称�� � = � − �� � 为�的操作特
性函数（OC函数）。

      当� ∈ ��时，第I类错误的概率恰为�� � ；当� ∉ ��时，第II类错误
的概率为� − �� � 。
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定义2. 称�是水平为�的检验法，若���  �� � : � ∈ �� ≤ �；称�是水
平为�的一致最优检验（一致最大功效检验，UMP），如果其检验水平为
�，且对于任一检验水平为�的检验法�，有

�� � ≥ �� �                                ∀� ∈ � ∖ ��

● UMP检验最好，有时存在，但要求太高，许多时候不存在（当� ∖ ��
包含不止一点时，两个检验法按照此标准往往不可比）。

定义3. 称检验法�是水平为�的无偏检验，若∀� ∈ � ∖ ��，有
�� � ≥ �

● 无偏是较“合理”的要求：当��不成立时，拒绝它的概率应不小于�
（��成立时拒绝它的概率≤ �）。
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定义4. 称�是水平为�的一致最优（一致最大功效）无偏检验，如果它是
检验水平为�的无偏检验，且对于任一检验水平为�的无偏检验�，有

�� � ≥ �� �                                ∀� ∈ � ∖ ��

简记为UMPU检验。

UMPU检验在许多常见情形也存在，且往往是一个好的检验。

我们最想找UMP，如不行，找UMPU，如还不行， ⋯ ⋯

● 还有一致最优不变检验（UMPI）等，它经常就是UMPU（好的思想常
导致一样的结果）。
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      首先考虑参数空间最简单的情形：� =  ��,  �� ，�� =  �� 。检验问
题为：

��:  � = ��        ↔       ��: � = ��
不失一般性，设密度函数� �,  �� 与� �,  �� 不恒等，样本为
� =  ��,  ⋯,  �� ，则似然函数为

� �,  � = � ��,  ⋯,  ��,  � = 
�=�

�
� ��,  � 

      称� � = � �,  �� /� �,  �� 为似然比，它是样本的函数，是统计量。

● 直观上看（最大似然），当� � 太大时，应否定��，多大算“太大”？
--------------------end 20240307
● 似然比给出想法，检验水平�确定“太大”的界限。
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      首先考虑参数空间最简单的情形：� =  ��,  �� ，�� =  �� 。检验问
题为：

��:  � = ��        ↔       ��: � = ��
不失一般性，设密度函数�(�,  ��)与�(�,  ��)不恒等，样本为
� = (��,  ⋯,  ��)，则似然函数为

�(�,  �) = �(��,  ⋯,  ��,  �) = 
�=�

�
�(��,  �)

      称�(�) = �(�,  ��)/�(�,  ��)为似然比，它是样本的函数，是统计量。

● 直观上看（最大似然），当�(�)太大时，应否定��，多大算“太大”？

● 似然比给出想法，检验水平�确定“太大”的界限。
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定理2.1. （Neyman-Pearson，简称N-P引理）给定� < � < �，设
�� =  �:    �(�,  ��) > ���(�,  ��) =  �:     �(�) > �� 

��(�) =  �                     当�(�) > ��
�                                    否则

其中��满足 ��
�(�, ��)�� = �����(�) = ���(��) = �（隐含假设此��存

在），则对任何水平不超过�的检验�，有
��(��) ≤ ���(��)

      定理说明，如此定义的检验法��（如果其存在，称其为似然比检验
法），是��的UMP检验，即��为UMP否定域。

      下面我主要用��，教材主要用��。

      许多情况下，��是存在的，但也有反例，如：
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例1. 设只取一个样本，�的分布为：

�(�,  ��) =  

�
�
                               当 � ∈  �,  � 

�
�
                               当 � ∈ (�,  � 

�(�,  ��) =  

�
�
                               当 � ∈  �,  � 

�
�
                               当 � ∈ (�,  � 

则似然比

�(�) =  
�                                       当 � ∈  �,  � 
�
�                                        当 � ∈ (�,  � 

此时，利用N-P引理中��的定义（� > ��），���
(��)只可能取0（当�� ≥ �,   � >

�� 为空集）,�
�
 （当�� ∈  �

�
,  �)）和1 （当�� <

�
�
， � > �� 为全空间）。
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      因此，仅当检验水平� = �
�时， N-P引理中的 ��存在，否则不存在。

● 当允许使用随机化检验法（即允许��取 �,  � 内任何值）时，即使� ≠ �
�，

UMP检验也存在，有相应的N-P引理。

例2. 某人声称能够看出不透明盒子内硬币的正反面，做试验10次，对��: � =
�
�
  ↔ ��: � = �

�
，试求检验水平为�=0.05的UMP检验。

解：易知�(�) > ��的充分必要条件为� =  �=�
�� �� > �，常数��、 �均待定。若��

成立，则�(� ≥ �) ≈ �. ���� < �， �(� ≥ �) ≈ �. ����� > �，故不存在非随机
的UMP检验。若取

��(�) =  
�                                 当 � ≥ �
�. ���                       当 � = �
�                                 当 � ≤ �

则���  
�
�
 = ��

�
��(�) = � ∙ �(� ≥ �) + �. ��� ∙ �(� = �) + � ∙ �(� ≤ �) =

�. ���� + �. ��� ∙ (�. ���� − �. ����) ≈ �. ��，即��是水平为0.05的随机化的
UMP检验。
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N-P引理的证明：设�是任一水平≤ �的检验（可以是随机化的）。

      如果�(�) > ��，则有��(�) = �，故而��(�) − �(�) ≥ �；
      如果�(�) ≤ ��，则有��(�) = �，故而��(�) − �(�) ≤ �。因此总有

�(�,  ��) ��(�) − �(�) ≥ ���(�,  ��) ��(�) − �(�)                 (�)
因此

���(��) − ��(��) = ��� ��(�) − �(�)                                                     

=  
�
 ��(�) − �(�) �(�,  ��)��                                                                                

≥  
S
�� ��(�) − �(�) �(�,  ��) ��                                                                 ∵ (�)

= ����� ��(�) − �(�) = �� ���(��) − ��(��) ≥ ��(� − �) = �           

证毕。



第二节 N-P引理及似然比检验法

定理2.2. 若 �:   �(�,  ��) > � =  �:   �(�,  ��) > � ，�(�)在� = ��下的分
布函数连续，则N-P引理中的��存在，且（在a.s.意义下）是唯一的UMP
检验。

证明：因为�(�)在� = ��下的分布函数连续，故存在（不一定唯一）��，
使得

���(�(�) > ��) = � − ���(�(�) ≤ ��) = �
记相应的检验法为��，则���(��) = �。

      记�� =  �:   �(�) = �� ⊂ ��，由于分布函数连续，故而

���(��) = � =  
��
�(�,  ��) ��

推出�(��) = �。若存在水平≤ �的检验法�，与��不a.s.相等，即
�(�) = � �:��(�) ≠ �(�) > �，则在非零测集� ∖ ��上，（1）式严格
成立，从而���(��) > ��(��)，即�不是UMP检验。
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定理2.3. N-P引理中的��是无偏的，即
���(��) ≥ ���(��) = �

证明：（可以自己看书，我们的证明不同。实际上，任何UMP检验都是
无偏的）

取随机化检验法��(�) ≡ �，则���(�) = �（ ∀�），即��是无偏的。而
��是UMP检验，故对任意的� ∈ � ∖ ��，有

���(�) ≥ ���(�) = �

例3. 设�~�(�,  �)，� ∈ � =  �,  � ，��:  � = � ↔ ��:  � = �，� =0.05，
求上述问题的UMP检验。

解：�(�,  �) = �
��
�−

��

� ，�(�,  �) = �
��
�−

(�−�)�

� ，故而
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�(�, �)
�(�, �)

= ���−�，因此�(�) = ����−��。

显然， �: �(�,  �) > � = ��与�无关，且�(�)的分布函数连续，由N-P引
理得，

��(�) =  � 当�(�) > ��
� 否则

其中��满足���(�) = ����(�) = �(�(�) > �� � = �) = �。

    因为“�(�) > ��”⟺“� > �����
��

+ �”，记� = �����
��

+ �，则

�(� > � � = �) = �   ⟺   
��

+∞ �
��

�−
��
��� = �. ��

即（查表） �� ≈ �. ��，所以UMP检验为

��(�) =  � 当� >
�. ��
�

� 否则
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    假设检验的思路：

● 类似于“反证法”，但由于随机性，并不能导出绝对的矛盾。

● 先假设��成立，看是否可以找出“矛盾”，如例3中，当��成立时，�
不应太大，若太大，则认为��不成立，将其否定。

● 称否定域�� =  �:  ��(�) = � 为“小概率事件”，其概率恰为第I类错
误的概率，一般控制为� =0.05（或0.01、0.10）。

● 所有��成立时概率为�的事件均可定义为“小概率事件”，但其发生
越不合理，对应的检验法越好，即其第II类错误概率越小。

● 当“小概率事件”未发生时，有人不说肯定��，而说不否定��。
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    设�的分布函数为�(�,  �)，其中� ∈ � = (�,  �)，其中−∞ ≤ � < � ≤+
∞。本节的参数空间为一维，包含四种基本类型：
1. ��:  � ≤ ��     ↔     ��:  � > ��；
2. ��:  � ∉ (��，�2)   ↔     ��:  � ∈ (��，�2)；
3. ��:  � ∈  ��，�2      ↔     ��:  � ∉  ��，�2 ；
4. ��:  � = ��     ↔     ��:  � ≠ ��。
其中�< �1 < �� < �为已知常数（��均为闭集，惯例，数学叙述方便，
无统计学意义）。

定义：设� = (�,  �)如前所述，�的密度函数（或概率函数）可表示为
�(�,  �) = �(�)�(�)��(�)�(�)

其中�(�) > �， �(�) > �，�(�)是�的严格增函数，则称�服从单参数指
数型分布。

● 二项分布、指数分布、Poisson分布、一个参数已知的正态分布等皆为
单参数指数型分布。请自行验证。
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● 记�(��,  ⋯,  ��) = �(�) =  �=�
� �(��)，易知它是�的充分统计量。

● 对于许多单参数指数型分布的具体问题，利用直观很容易得到“好”
的检验法。我们需要做的是：① 检验的优良性；② 找到确定临界值的方
法。

● 上节例3中，有人可能注意到，所求出的UMP检验与� =  �,  � 中的
“2”无关，即若问题改为� =  �,  �� ，�� > �，则UMP检验不变！

    ★ 第I类错误的概率�（由定义）仅与�� =  � 有关，与��的大小无关。

    ★第II类错误的概率� = � − ���(��) = ⋯ = �(�. �� − ���)，故��
越大，�越小；��越小，�越大，即越不易区分0与��。
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● 将问题变的稍复杂：��可取大于0的任何值，则
��:  � = �     ↔     ��:  � > �

其UMP检验仍为��。

● 再度复杂化：��也可扩展，则
��:  � ≤ �     ↔     ��:  � > �

的UMP仍应该为��。此时，功效函数���(�) = � −�(�. �� − ��)的图
像为⋯，是�的严格单调增函数。

● 将上述结果一般化，得到下述定理。
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定理3.1. 设�的分布为单参数指数型，检验问题为：
��:  � ≤ ��     ↔     ��:  � > ��

若检验水平为� ∈ (�,  �)，且存在�满足���  �=�
� �(��) > � = �，则此问

题的水平为�的UMP检验为：

��(�) =  � 当 
�=�

�
�(��) > �

� 否则

证明：（思路：��与��均包含无穷个点，拆成简单情形，用N-P引理）
① ��的水平为�，即∀�′ ≤ �1，���(�′) ≤ �。

    显然���(��) = ���  �=�
� �(��) > � = �。对∀�′ < �1，考虑假设检验

问题��
′ :  � = �′    ↔     ��

′ :  � = ��，记�′ = ���(�′)，此时似然比为

�(�) =
��(��)
��(�′) �

 �(��) −�(�′)  �=�
� �(��)

因为�严格单调增，由N-P引理，问题的水平为�′的UMP检验恰为��，而
��是无偏的，故�′ = ���(�′)≤ ���(��) = �。
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② ��是原问题的UMP检验。
    设�是水平≤ �的任一检验，即∀� ≤ ��，��(�) ≤ �。∀� > ��，对假
设检验问题��:  � = ��    ↔   ��:  � = �，�也是其水平≤ �的一个检验。
由N-P引理，此问题的UMP检验为��，故有���(�) ≥ ��(�)。证毕。

Q：第II类错误的概率可以有多大？应用中有无问题？

      实际应用中最关心正态分布情形，具体问题为：

一、�~�(�,  ���)（方差已知），检验问题为
��:  � ≤ ��    ↔   ��:  � > ��

此时，密度函数为�(�,  �) = �
����

�
− ��

���
��

− ��

���
��

��
�0
2，故而�(�) = �

��
�是�的严

格单调增函数，�(�) = �。由定理3.1，问题的UMP检验为：
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��(�) =  � 若 
�=�

�
�� > �

� 否则

而常数C由���(��) = ���  �=�
� �� > � = �确定。

当� = ��时，�
�
 �=�
� ��~�(��,  

��
�

�
)，故

���   �=�

�
�� > �                                                   

= ���
 

 

 
� − ��

��� �

>
��−

�
� − ���
��

 

 

                                

                          = � −� ��
−��− ���
��

 = �，
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其中�为标准正态分布函数。

给定� > �，查表可得�。如� = �. ��时， �(�. ��) ≈ �. ��，即� =
�(�� +

�.��
�
��)，故

��(�) =  � 当� > �� +
�. ��
�

��

� 否则

例1. 设砖的强度服从正态分布�(�,  �. ��)，从中随机抽取6块，测得强度
为：32.56，29.66，31.64，30.00，31.87，31.03，问能否认为平均
强度�超过了30（� = �. ��）？
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解：记��:  � ≤ ��    ↔   ��:  � > ��，此时� = �，故而�� +
�.��
�
�� =

�� + �.��
�

�. �� = ��. ��，因此，UMP检验为：

��(�) =  � 当� > ��. ��
� 否则

现� = ��. � > ��. ��，故否定��，即认为超过30。

另解：记��′:  � ≥ ��    ↔   ��′:  � < ��，类似可得，

��
′ (�) =  � 当� < ��. ��

� 否则
因为� = ��. � > ��. ��，不否定��‘，即认为超过30。
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● 对应此例，两种检验方法得到的结论一致。

● 但如果�落在 �� −
�.��
�
��,   �� +

�.��
�
�� =  ��. ��, ��. �� 中，则会出

现��和��′均不被否定的情况。矛盾？实际工作中、考试时如何选择？

二、�~�(��,  �� )（期望已知），检验问题为
��:  �� ≤ ��� ↔   ��:  �� > ���

此时，� �,  �� = �
���

���  − �
���

(� − ��)� ，�(��) =− �
���

单调增，
�(�) = (� − ��)�，由定理3.1，UMP检验为：

��(�) =  � 当 
�=�

�
(�� − ��)� > �

� 否则

其中常数�满足���
�  �=�

� (�� − ��)� > � = �。当�� = ���时，因为
�
��
� �=�

� (�� − ��)�~��(�)，查表得分位点，之后可得常数�。
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定理3.2. 设�服从单参数指数型分布。对检验问题
��:  � ∉ (��,  ��)     ↔     ��: � ∈ (��,  ��)

若存在常数�� < ��，满足���(��) = �（� = �,  �），而

��(�) =  � 当�� < 
�=�

�
�(��) < ��

� 否则
则��即是此问题的UMP检验。

证明：略。

符合直观。功效函数的示意草图为⋯⋯
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定理3.3. 设�服从单参数指数型分布。对检验问题
��: � ∈  ��,  ��    ↔     ��: � ∉  ��,  ��  

若存在常数�� < ��，满足���
(��) = �（� = �,  �），而

��(�) =  � 当 
�=�

�
�(��) < ��或 

�=�

�
�(��) > ��

� 否则
则��即是此问题的UMPU检验。

证明：略。

● 功效函数的示意草图为⋯⋯

● 此时，UMP检验不存在！直观上看，功效函数在��上越大越好，但此时��分
布在两侧，抬高一侧时，另一侧会很小，即第II类错误的概率会很大。

● 增加无偏性要求，则有最优解。
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定理3.4. 设�服从单参数指数型分布。分布密度为
�(�,  �) = �(�)�(�)��(�)�(�)

其中�(�) > �，�′(�) > �。对检验问题
��: � = ��   ↔     ��: � ≠ ��

若存在常数�� < ��，使得① ���(��) = �，

② ��� ��(��,  ⋯,  ��) �=�
� �(��) = ����  �=�

� �(��) 。而

��(�) =  � 当 
�=�

�
�(��) < ��或 

�=�

�
�(��) > ��

� 否则
则��即是此问题的UMPU检验。

证明：略。

● 功效函数的示意草图为⋯⋯
--------------end 20240314
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定理3.4. 设�服从单参数指数型分布。分布密度为
� �,  � = � � � � �� � � � 

其中� � > �，�′ � > �。对检验问题
��: � = ��   ↔     ��: � ≠ ��

若存在常数�� < ��，使得① ��� �� = �，

② ��� �� ��,  ⋯,  ��  �=�
� � ��  = ����  �=�

� � ��  。而

�� � =  � 当  
�=�

�
� �� < ��或  

�=�

�
� �� > ��

� 否则
则��即是此问题的UMPU检验。

证明：略。

● 功效函数的示意草图为⋯⋯
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● 类似于定理3.3，此时，UMP检验也不存在（习题有实例）。

● 增加无偏性要求，则有最优解。

● 与定理3.3的理论区别为，如何确定��与��。

● 与定理3.3的应用区别为，后者更易被实用者接受。

● 使用定理4.4时，理论上，可能出现悖论：检验“秤”是否准确，当样
本量趋于无穷时，概率为1地会否定��（秤不可能绝对准）。
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例2. 设�~� �,  ��
� ，�� < ��，检验问题为：

��:  � ∉  ��,  ��      ↔     ��: � ∈  ��,  �� 
试求UMP检验（� > �）。

解：此时� � =  �=�
� �� = ��，由定理3.2，

�� � =  � 当�� < �� < ��
� 否则

而常数�� < ��满足
 

 
 

 

 

� 
�� − ���

���
 − � 

�� − ���

���
 = �

� 
�� − ���

���
 − � 

�� − ���

���
 = �

利用计算机可得��和��的数值解。
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例3. 设�~� �,  ��
� ，�� < ��，检验问题为：
��: � ∈  ��,  ��     ↔     ��: � ∉  ��,  �� 

试求UMPU检验（� > �）。

解：此时仍有� � = ��，由定理3.3，

�� � =  � 当�� < �1或�� > ��
� 否则

而常数�� < ��满足
 

 
 

 

 

� 
�� − ���

���
 + � − � 

�� − ���

���
 = �

� 
�� − ���

���
 + � − � 

�� − ���

���
 = �

利用计算机可得��和��的数值解。
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例4. 设�~� �,  ��
� ，��已知，检验问题为：

��: � = ��    ↔     ��: � ≠ ��

试求UMPU检验（� > �）。

解：此时仍有� � = ��，由定理3.4，

�� � =  � 当�� < �1或�� > ��
� 否则

其中常数�� < ��满足

 
��� �� < �1或�� > �� = �                                   �  

���  �� �  
�=�

�
�� = ����   

�=�

�
��              � 

直观上看，因为� � = ��~� ���,  ���
� 关于���对称，故��也应关于

���对称，即应存在� > �，使得�1 = ��� − �，�2 = ��� + �。容易验证，
若此常数�满足（1），则也满足（2）。故由（1）得， 
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��� �� < ��� − �或�� > ��� + �                                          

= ���   
�� − ���

���
 >

�
���

 = ⋯ = �� −
�
���

 = �

查表可得�，例如当� = �. ��时，− �
���

=− �. ��，故而

�� � =  � 当 � − �� >
�. ����

�
� 否则

● 上述关于对称性的方法可以扩展到非正态的更广泛情形，书上有证明
（不难），有兴趣的请自学。
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● 对于例4的背景，若���: � ≤ ��，则UMP检验为

�� � =  � 当� > �� +
�. ����

�
� 否则

若���: � ≥ ��，则UMP检验为

�� � =  � 当� < �� −
�. ����

�
� 否则

��和��对于��都是有偏的，故��的UMP不存在。

● ��、��和��分别对应于�的置信水平为0.95的置信区间、置信下限及
置信上限。例如：对于给定的数据，否定��:  � = ��  ⟺ �� ∉  � −
�.����

�
, � + �.����

�
 ；又如，否定���  ⟺ �� ∉  � − �.����

�
,    + ∞ 。
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      当遇到复杂假设检验问题时，统计学家往往先考虑广义似然比检验法，
这是因为它经常有较好的性质和表现。但当参数空间�复杂（多维）时，
功效函数也复杂，缺乏单调性。故广义似然比定义为：

定义4.1. 对给定的样本值� =  ��,  ⋯,  �� ，若似然函数为� �,  � ，则称

� � =
��� � �,  � :    � ∈ � 
��� � �,  � :    � ∈ �� 

为广义似然比。

● 恒有� � ≥ �（与N-P引理中的似然比不同）。

● 理论上需考虑� � 的可测性（统计应用中一般省略）。

● 计算上又常归结于（带约束的）最大似然估计。

● 当MLE落在��中时，� � = �，直观上，� � 太大时，否定��。
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定义4.2. 给定检验水平� > �，若存在�� > �，使得下述��满足
��� ��� � :   �∈ �� = �，则广义似然比检验法为：

�� � =  � 当� � > ��
� 否则

● 若� � 是�的充分统计量，即� �,  � = � � � ,  � � � ，则

� � =
��� � � � ,  � :    � ∈ � 
��� � � � ,  � :    � ∈ �� 

= � � �  

即广义似然比总可表示为数据充分统计量的函数。

● 若“� � > ��”等价于“� � ∈ �”，其中� � 为某统计量，则�� � 
可以用� � 表示。

● 实用中，先寻找出广义似然比检验法，再讨论其优良性。
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定义4.3*. 称检验法�是相合的，若∀� ∈ � ∖ ��，有
lim
�→∞

�� � = �

即给定� ∈ � ∖ ��，第II类错误的概率趋于0。

● 许多情况下，广义似然比检验法是相合的。

下面分别考察一些正态分布的检验问题。

一、�~� �,  ��
� ，��

�已知，检验问题为：��:  � = �� ↔     ��: � ≠ ��

水平为�，此时，�� =  �� ，� =  −∞,   + ∞ ，故
��� � �,  � :    � ∈ �� = � �, �� 
��� � �,  � :    � ∈ � = � �,  �      

所以� � = ⋯ = ���  − �
���

�   �=�
� �� − ��  �=�

� �� − ���
� + ���  �=�

� ��  

= ��� 
�

���
�  � − �� �                                                              
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因此 �� � =  � 当� � > ��
� 否则 =  � 当 � − �� > �

� 否则
与已有结果一致，是UMPU检验。（ � 的确定与�有关，前面有）

二、 �~� �, �� ，��未知，检验问题为：��:  � = �� ↔     ��: � ≠ ��

水平为�，此时，�� =   ��,  �� :   � = ��,  �� > � ，� =   �,  �� :     −
∞ < � <+ ∞,  �� > � ，故

��� � �,  � :    � ∈ �� = � �,  ��,  
�
�  

�=�

�
 �� − �� �              

= ⋯ =  
�

��  �=�
�  �� − �� � 

�
�
�−�

�                                                           

��� � �,  � :    � ∈ � = � �, �,  
�
�  

�=�

�
 �� − � �                    

= ⋯ =  
�

��  �=�
�  �� − � � 

�
�
�−�

�                                                              
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故而

� � =  
 �=�

�  �� − �� �

 �=�
�  �� − � �  

�
�

=  
   �=�

� �� − �  � + � � − �� �

 �=�
�  �� − � �  

�
�

=  � +
��

� − �
 

�
�

其中� = � �−�  � − �� 

 �=�
�  �� − � �

= �−��

��
�

。因为� � 是 � 的严格单调增函数，故

�� � =  � 当 � > �
� 否则

而其中�由���
 �� = ������ � = ����  � > � = �决定。由前面知识，我们知

道当� = ��时，�~� � − � ，故查表可得�。

● 可以证明，��是UMPU检验。

● 直观上合理⋯⋯

● 与置信区间的关系：不否定�� ⟺ �� ∈  � − � ��
�, � + � ��

� 。
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例1. 用仪器间接测量高温5次，设测量值服从正态分布，数据为：1250、
1265、1245、1260和1275，此时利用精确测量方法得知温度真值为
1277，问仪器有无系统偏差（� = �. ��）？

解： ��:  � = �� = ����，� = �，查� � 分布表，得� = �. ���，故

�� � =  � 当 � > �. ���
� 否则

现 � = ��
�.���

> � > �. ���，故否定��，认为存在系统偏差。

另解：若�′ = �. ��，则相应的�′ = �. ���，由于现 � = ��
�.���

< �′，不否
定��，即认为不存在系统偏差。

Q：为何检验水平变小后，反而检验不出系统偏差？
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三、�~� �, �� ，��未知，检验问题为：��:  � ≤ �� ↔     ��: � > ��

      此时，参照“二”的推导，有： ��� � �,  � :    � ∈ � 不变，

��� � �,  � :    � ∈ �� =
 

 
 

 

 

� �,  ��,  
�
�  

�=�

�
 �� − �� � 当� > ��

� �, �,  
�
�  

�=�

�
 �� − � � 否则

故

� � =   � +
��

� − � 

�
�

当� > ��

� 否则
注意到当� > ��时，� � 是�的单调增函数，因此

�� � =  � 当� > ��
� 否则

其中��满足��� ��,  � = ������ � = ���� � > �� = �。
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● 与直观符合：如果�较小，与��不矛盾；太大时应否定��。

● 如何验证��� ��� � :   � ∈ �� ≤ �？即如何证明当� < ��时，
��� � ≤ �？

● 对同样的背景、数据和检验水平，“二”与“三”的结论是否会出现
矛盾？

四、 �~� �, �� ，�未知，检验问题为：��:  �� = ��
� ↔     ��: �� ≠ ��

�

此时，�� =   �,  �� :    − ∞ < � <+ ∞, �� = ��
� ，� =   �,  �� :     − ∞ <

� <+ ∞,  �� > � ，故
��� � �,  � :    � ∈ �� = � �, �, ��

�                                                                 

��� � �,  � :    � ∈ � = � �, �,  
�
�  

�=�

�
 �� − � � = � �, �,

� − �
� ��  

因此
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� � = ⋯ =  
���

�

 �=�
�  �� − � � 

�
�
�−�

���� 
�

���
�  

�=�

�
 �� − � � 

令� = �
��

�  �=�
�  �� − � �，则� � = � � = �−�

��
�
��−�

��
�
�，其草图为⋯⋯。

所以，广义似然比检验为

�� � =  � 当� < ��或� > ��
� 否则

其中�� < ��满足
 

 
 

 

 

 
�

��
��−� � �� +  

��

∞
��−� � �� = �                                  � 

��

�
��−��

� = ��

�
��−��

�           � �� = � ��                                 � 
其中��−� � 为�� � − � 的分布密度函数。

● 但此时��一般地不是UMPU检验（广义似然比检验非UMPU)。
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● 可以证明，若将条件（2）改为

��

�−�
� �−��

� = ��

�−�
� �−��

�                                �∗ 
则得到的��

∗为UMPU检验。 �∗ 也等价于条件

 
��

��
��+� � �� = � − �

● 实际应用中，上述方法都较繁琐，因此，常简单地取�� < ��满足

 
�

��
��−� � �� =  

��

+∞
��−� � �� =

�
�

此时得到的检验法不是无偏的，但除非�很小，离无偏相去不远。

● 显然，不存在UMP检验。
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五、�~� �, �� ，�未知，检验问题为：��:  �� ≤ ��
� ↔     ��: �� > ��

�

类似于“四”，可以推导出

� � =  � � = �−�
��

�
��−�

��
�
� 当� > �

� 否则
故

�� � =  � 当� > ��
� 否则

其中��满足��� ���
� = ����

� � > �� =  ��

+∞ ��−� � �� = �。

      

      直观上看，当� = �
��

�  �=�
�  �� − � �太大时，否定��。此时��是

UMPU检验。

● “五”是单边的，“四”是双边的。
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六、两个正态总体： �~� ��, ��
� ，�~�  ��, ��

� ， �与�相互独立，样本为
� =  ��,  ⋯,  ��� ，� =   ��,  ⋯,  ��� 。问题可以有若干种。

1. ��:  ��
� = ��

� ↔     ��: ��
� ≠ ��

�。此时易知�维度为4，容易推出（较繁
琐），

��� � � :    � ∈ � =  
�
��

 
��+��

 
��

  �� − � � 

��
�

 
��

  �� − � � 

��
�

�−�� + ��
�

��� � � :    � ∈ �� =  
�
��

 
��+��

 
�� + ��

  �� − � � +   �� − � � 

�� + ��
�

�−�� + ��
�

● ��、��和��
� = ��

�、��
� ≠ ��

�的最大值点分别为⋯⋯
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故
� �,  � = ⋯

=
 
  �� − � � +   �� − � �

�� + ��
 

�� + ��
�

 
  �� − � �

��
 

��
�

 
  �� − � �

��
 

��
�

表示成� =   �� − � �  �� −� 

  �� − � �  �� −� 
= ��

�

��
�的函数，可得

� �,  � 

=  
�� − �

 �� + ��  �� − � � +
�

�� + ��
 
�� + ��

�
 

�� − �
�� �� − �  

��
�

 
�
��

 
��
�

�
��
�

（草图⋯⋯）
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因此

�� �,  � =  � 当� < ��或� > ��
� 否则

表示成�是因为当��成立，即��
� = ��

�时，

� =

�
��

�   �� − � �  �� − � 

�
��

�   �� − � �  �� − � 

的分子、分母各为��分布除以其自由度（与未知参数无关），故为已知分布，
从而可以求出常数�� < ��的值。

● 注意�是��
�与��

�的无偏估计之比。
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定理4.1. 设�~�� �� ， �~�� �� ，�与�相互独立，则� = � ��
� ��

的分布密
度为

����� � =

 

 
 

 

 

� 
�� + ��

�  

�  
��

�  �  
��

�  
 
��

��
 

��
�

�
��
� −� � +

��

��
� 

−�� + ��
�

当� > �

�                                                                                         否则

证明：略（随机变量函数的分布）。
---------------- end 20240318
定义4.4. 称密度函数如上的随机变量�服从第一自由度为��，第二自由度
为��的�分布，记为�~� ��,  �� 。

● 三个重要统计分布中的最后一个，主要用于方差的比较。

● 密度函数不用背，但应会画草图，为（草图⋯⋯）。
。
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定理4.1. 设�~��(��)， �~��(��)，�与�相互独立，则� = � ��
� ��

的分布密
度为

�����(�) =

 

 
 

 

 

� 
�� + ��

�  

�  
��
�  �  

��
�  

 
��
��
 
��
�
�
��
� −� � +

��
��

� 
−�� + ��

�
当� > �

�                                                                                         否则

证明：略（随机变量函数的分布）。

定义4.4. 称密度函数如上的随机变量�服从第一自由度为��，第二自由度
为��的�分布，记为�~�(��,  ��)。

● 三个重要统计分布中的最后一个，主要用于方差的比较。

● 密度函数不用背，但应会画草图⋯⋯ 。
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● �分布的性质：

① 若�~�(��,  ��)，则� �~�(��, ��)。
② 若�~�(�)，则��~�(�,  �)。

● �分布的分位数已列成表格，上两条性质可帮助查表。

● 由此，当��成立时，上面得到的� =  (�� − �)� (�� −�)

  �� − � � (�� −�)
服从第一自由度

为�� − �，第二自由度为�� − �的�分布。

● 实用中常数�� < ��的取法：

 
�

��
���−�,��−�(�)�� =  

��

∞
���−�,��−�(�)�� =

�
�
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● 可以证明， 若�� < ��满足

 
�

��
���−�,��−�(�)�� +  

��

∞
���−�,��−�(�)�� = �

 
��

��
��
�(�� +�), 

�
�(�� −�)

(�)�� = � − �                          

时，相关的�是UMPU检验。这里，�� =
��−�
��−�

��  ��−�
��−�

�� + � ，� = �,  �，
��, �(�)是�分布的密度函数。因不便查表等较少使用。

例2（第一节中例3）. 针织品漂白中强度分析。强度为：
��°C：20.5、18.8、19.8、20.9、21.5、19.5、21.0、21.2；
��°C：17.7、20.3、20.0、18.8、19.0、20.1、20.2、19.1。
问能否认为两种温度下强度的方差相同（� = �. ��）？

解：设��:  ��� = ���，此时�� = �� = �，查表（��� = ��� = �），得
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�� = �. ��。由性质1，�� = � �.��，根据数据计算得，� = ⋯ = �. ��，
因为�� < � < ��，不否定��，认为两种温度下强度的方差相同。

2. ��:  ��� ≤ ��� ↔     ��: ��� > ���

类似于1的推导，可以得到

��(�,  �) =  � 当� > ��
� 否则

其中��满足 ��
∞ ���−�,��−�(�)�� = �，此时��是UMPU检验，而

���−�,��−�(∙)是�(�� − �,  �� − �) 的密度函数。

● 直观上看， � = ��
�

��
�，如果太大，则可能��

�

��
�大，应否定��。

● 与情况1不同的是， 若�太小，与��看似不构成矛盾。



第四节 广义似然比检验法

3. 当���、 ���未知，但已知��� = ���时， ��:  �� = �� ↔     ��: �� ≠ ��。
此时，�(�,  �)可表示为|�|的单调增函数，故广义似然比检验为：

��(�,  �) =  � 当|�| > �
� 否则

其中�满足，当�� = ��时，�(|�| > �) = �，而

� =
� − �

 (�� − �)� +   �� − � �
����(�� + �� − �)

�� + ��
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定理4.2. 设��,  ⋯,  ���是来自�(��,  ���)的简单随机样本，��,  ⋯,  ���是来
自�(��,  ���)的简单随机样本，且相互独立，则当��� = ���、�� = ��时， 
上述�服从�� + �� − �个自由度的�分布。

证明：仍记��� =
�

��−�
 �=�
�� (�� − �)�，��� =

�
��−�

 �=�
��  �� − � �，则由条

件及第二章定理3.3，�、�、���和���均相互独立，且

�~� ��,  
���

��
 ,    �~� ��,  

���

��
 

�
���

 
�=�

��
(�� − �)�~��(�� − �),   

�
���

 
�=�

��
 �� − � �~��(�� − �)



第四节 广义似然比检验法

所以，当��� = ���、�� = ��时，

� − �~�(�,    
�
��

+
�
��
 ���)

�
���

  
�=�

��
(�� − �)� + 

�=�

��
 �� − � � ~��(�� + �� − �)

且相互独立，因此，

� =

(� − �)
�
��

+
�
��

�
�� + �� − � ( �=�

�� (�� − �)� +  �=�
��  �� − � � )

~�(�� + �� − �)

证毕。
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例3（例2继续）. ��°C与��°C下的强度有无差别（� = �. ��）？

解：�� + �� − � = ��，查表得� = �. ���，由数据，� = �. ��� > �，故
否定��，即认为强度不同。

4. 当��� = ���时， ��:  �� ≤ �� ↔     ��: �� > ��
此时，

��(�,  �) =  � 当� > ��
� 否则

其中��满足，当�� = ��时，�(� > ��) = �，此时有�~�(�� + �� − �)，
故可以查表得到��。
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例4（例2、例3继续）. 能否认为，��°C下的强度小于��°C下的强度
（� = �. ��）？

解：�� + �� − � = ��，��:  �� ≤ ��，查表得�′ = �. ���，由数据，� =
�. ��� > �′，故否定��，即认为��°C下的强度不小于��°C下的强度。

● ��是UMPU检验。

● 如何证明第I类错误的概率不超过�？

5. 当��� ≠ ���时，��:  �� = �� ↔     ��: �� ≠ ��。
此时有

� − �~�(�� − ��,  
���

��
+
���

��
)
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用���、���替代���、���，得到统计量

� =
� − �

���

��
+
���

��
且当|�|太大时否定��。但此时�的精确分布未知（���、���无法约分）！

可以证明，当��、��较大时， �近似服从�(�)，其中�是与下�∗最接近
的整数：

�∗ =  
���

��
+
���

��
 
�

 
�

�� − � 
���

��
 
�

+
�

�� − � 
���

��
 
�

 

● 当�较大时， �(�)近似标准正态分布。
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例5. 父亲患心脏病是否引起子女胆固醇偏高？随机调查甲组（父亲有心
脏病）100个2-14岁子女，其胆固醇平均值为207.3，（样本）标准差为
35.6；乙组（父亲无心脏病）74个2-14岁子女，其胆固醇平均值为
193.4，（样本）标准差为17.3。问是否有显著差别（� = �. �� ）？

解：此时�� = ���，�� = ��。
首先检验��: ��� = ���，因为� = ��� ��� = ⋯ = �. ��，而对于� = �. ��，
（��� = ��,  ��� = ��），�� = �. ����，�� = �. ����，故否定��，即
认为��� ≠ ���。

现检验��′:  �� = ��。经计算，�∗ = ���. �，故而� = ���（�� + �� −
� = ���），临界值� = �. ���。现

� = ⋯ = �. ��
因此否定��′，即认为甲组胆固醇平均值与乙组显著不同。

●应慎用引起，不随意说“因果关系”：可能是共同的基因为原因。
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● 成对数据的比较：不仅�� = �� = �，且(��,  ��),  ⋯, (��,  ��)是天然成对的，例如⋯⋯。

● 此时，(��,  ��),  ⋯, (��,  ��)间相互独立，但��与��不独立，其排序不可随意交换。

待检验的假设仍为：��:  �� = ��，即��:  � = �� − �� = �。

数据转化为�� = �� − ��，若��来自于�(��,  ���) ，��来自于�(��,  ���)，则��~�(�,  ��)，其中
���、���不必相等，��仍为未知参数。

可利用一个总体的方法做检验。

常是理想的对比检验方法（可比性最强）。

● 如果无法实现，则考虑随机化方案，实现可比性，例如药品检测中的双
盲实验⋯⋯。

● 如果既无法成对比较，又无法安排随机化试验，则更复杂。例如，某中
学作用（人大附中、奋斗中学）、读论语得诺贝尔奖⋯⋯ 。
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对于非正态情形，有时也可利用广义似然比求检验法。如：

例6. 设�~ �
��
�−

�
��（� > �），�~ �

��
�−

�
��（� > �），简单随机样本为：

��,  ⋯,  ���，��,  ⋯,  ���，且相互独立，问题为： ��:  �� ≤ �� ↔
    ��: �� > ��，求广义似然比检验。

解：似然函数为：

�(��,  ��) =
�
��
�� �

− ��
��

�
��
�� �

−
 ��
��

记�� =  ��， �� =  ��，则

��� �(�,  �):    � ∈ � =
����
����

�−��
����
����

�−��

��� �(�,  �):    � ∈ �� =
 

 
 

 

 

��� �(�,  �):    � ∈ � 当
��
��

≤
��
��

 
�� + ��
�� + ��

 
��+��

�−(�� + ��) 否则
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故�(�,  �)可表示为�� ��的单调增函数，因此广义似然比检验为：

��(�,  �) =  � 当�� �� > �
� 否则

如何确定常数�？

因为��~���(
�
��
)，易知�� =  ��~�(��,   � �� )，故

���
��~�(��,  

�
� )，即���个自由度的��分布。同理， 

���
��~�

�(���)。

当�� = ��时，由定理4.1，

� =

���
��

(���)
���
��

(���)

=
��
��

∙
��
��

~�(���, ���)

查表可得临界值��，则� = �� �� ��。
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      可以证明，��是UMPU检验，直观上也合理。

      如何证明��的水平为�？对于任意的�� < ��，
��
��

∙
��
��

=
��
��

∙ � < �~�(���, ���)

故而�(�� �� > �) = � ��
��
∙ � > �� < �(� > ��) = �。

● 广义似然比检验不一定都好：书上P99 例4.8构造了一个例子（人造
的），说明当� ∈ ��时，��(�) < �（不是无偏的），甚至不如随机化检
验法� ≡ �。但多数常用情况下，广义似然比检验是好的。

● 假设检验与置信区间的关系（对已有结果）： 若由数据，水平�下不
否定��:  � = ��，则充分必要地，相应的� − �水平的置信区间包含��。
这提供了一种构造置信区间的方法。置信（上）下限也同理。



第五节 临界值与�值

      对一般的假设检验问题，统一给出�-value的严格定义较难。但�值的
概念很重要，医学界很常用。我们通过两个简单例子进行说明。

例1. 设��,  ⋯,  ���~�(�, ���)，��� = ��，若� = ��. �，求��:  � = ��的�
值。

解：记� = �−��

��
�
�

= �. �，查正态分布表得，�(�. ��) = �. ����，故

� = � × (� − �. ����) = � × �. ���� = �. ��%

例2. 设��,  ⋯,  ���~�(�, ���)， ��� = ��，若� = ��. �，求��:  � ≤ ��的�
值。

解：记� = �−��

��
�
�

= �. �，查正态分布表得，�(�. ��) = �. ����，故

� = � − �. ���� = �. ���� = �. ��%
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● （不严格地说） �值为当��成立时，产生如观测数据同样“古怪”，
或“更古怪”的数据的概率。

● 上两例中， “古怪”的意义随��变化。

● 实用中， �值在适中范围内表示正常，太小表示��应受（强烈）怀疑，
但不简单回答“否定”或“不否定”。

● �值很小时，常用� ≤ �. ��、 � ≤ �. ���等方式表达。

● Fisher对孟德尔数据进行检验的�值为十万分之四。



第六节* 比率的假设检验

略。



第七节 拟合优度检验

      Goodness-of-fit是统计学的一个重要方向。数据是统计分析的原材
料，但建立模型是统计分析的基础。用模型去拟合某数据，拟合的好不好？
需要检验！

      对于同样的数据，不同的研究者可能建立不同的模型，采用不同的统
计方法，从而得到不同的结果。这是正常的。

      常说的“设随机变量�服从**分布”，就是简单的“建模”。
---------------- end 20240321
      统计（数学）模型合理性的来源：一是相关背景知识，如由中心极限
定理，误差服从正态分布，又如由传统数据知，轴承寿命服从Weibull分
布。二是通过拟合优度检验。

      当数据所含信息较少时，往往难以判断哪个模型合适，但当信息较多
时，可以用检验的方法排除一些模型，或对其给出负面评价。



第七节 拟合优度检验

      Goodness-of-fit是统计学的一个重要方向。数据是统计分析的原材
料，但建立模型是统计分析的基础。用模型去拟合某数据，拟合的好不好？
需要检验！

      对于同样的数据，不同的研究者可能建立不同的模型，采用不同的统
计方法，从而得到不同的结果。这是正常的。

      常说的“设随机变量�服从**分布”，就是简单的“建模”。

      统计（数学）模型合理性的来源：一是相关背景知识，如由中心极限
定理，误差服从正态分布，又如由传统数据知，轴承寿命服从**分布。二
是通过拟合优度检验。

      当数据所含信息较少时，往往难以判断哪个模型合适，但当信息较多
时，可以用检验的方法排除一些模型，或对其给出负面评价。
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一、��检验法

     设随机变量�的值域为 ��,  ��,  ⋯,  �� ，即�为取有限个值的离散型随
机变量，假设为：��: �的分布为��，其中��为某已知分布。此时可以用
�个已知的非负实数��表示：�� � = �� = �� �� − �� �� − = : ��，
（� = �,  �,  ⋯,  �,    �=�

� �� = �）。数据为 �=�
� �� = �，其中�为样本量，

��为取到��的频数。

      令

� = 
�=�

�
 
��
� − �� 

� �
��

= 
�=�

�  �� − ��� �

���
可以证明，若��成立，则当� → ∞时，�依分布收敛于�个自由度的��分
布，即当�较大时，�近似地服从�� � 。

● 证明思路：中心极限定理。
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● 直观上看，若��成立，则�的值应较小，若“太大”，则应否定��。多大算“太大”？
由渐近分布�� � ，可以找到近似的临界值。

例1. 某工厂近5年来共发生了63次事故，按照星期几分类，得：

问事故发生是否与星期几有关（� = �. ��）？

解：“事故发生与星期几无关”⟺“事故每天发生等可能”。取�为某事故发生后的相应随
机变量：“� = �”⟺“事故发生在星期�”，则

��: � � = � =
�
�
          � = �,  ⋯, �

经按公式计算，� =  �=�
�  �� − ��

� 
�

��
�

= ⋯ = �. ��，查表（ �� = �）得临界值� = ��. ��，

故不否定��，即认为事故发生与星期几无关。

● 注意，此时真实的第I类错误概率≈ �. ��。

星期 一 二 三 四 五 六

次数 9 10 11 8 13 12
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● 当�为连续型随机变量时，自然的想法就是离散化。在实轴上适当地取�个点
�� < ⋯ < ��，则实轴被分为�+ �段： −∞,  ��]，  ��,  ��]，⋯，  ��,  ∞ 。

● 记离散化后的概率分布为�� ∙ , 记��为�落入第�段的（理论）概率，即�� =
�� �� ，�� = �� �� − �� ��−� ，（� = �,  ⋯,  �），��+� = � − �� �� 。仍记
��为�落入第�段的频数，则仍有

� = 
�=�

�+�
 
��
�
− �� 

� �
��

= 
�=�

�+�  �� − ��� �

���
当�较大时， �近似地服从�� � ，故可以检验假设

��: � ∙ = �� ∙ 

● 这是与直方图对应的检验法：�及�� < ⋯ < ��的取法可完全参照直方图方法。

● 当�为离散型，但�较大，而样本量�不大时，应对��,   ⋯,  ��适当合并，以使
��大小适当，如体育彩票（结果依赖于分析者）。

● 此时，实际上是将数据合理“分组”。



第七节 拟合优度检验

      更一般地，我们只想检验样本是否来源于某种类型的分布（例如正
态），即建模的可能假设是否合理。此时，并没有一个给定的�� ∙ ，故称
为复杂假设。

      一般形式为：
��: � � ∈  �� �,  ��,  ⋯,  �� :   ��,  ⋯,  �� ∈ �� 

有可能�� = �，即，假设样本分布属于某个已知类型（如正态），但其
参数未知。

      解决思路为：

① 先在��成立的假设下进行参数估计（MLE），得到� =  ��,  ⋯,  �� ∈
��，即寻找拟合最好的��；

② 对于简单假设��: � � = �� �, ��,  ⋯,  �� 做检验，若对此拟合最好的
假设都否定，则也否定原复杂假设��。
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③ 自由度：�− � − �，其中�为组数， �为参数个数（可以证明）。

例2. 观测某放射性物质20秒内放射的粒子数，重复500次，得到数据为：
 �� = ��, �� = ��, �� = ��, �� = ���, �� = ���, �� = ��, �� = ��,
 �� = ��, �� = �, �� = �，而大于等于10个的合计��� = �。问能否认为服
从Poisson分布（概率论有推导）（� = �. ��）？

解：记

�� �,  � =
��

�! �
−�         � = �,  �,  �,  ⋯ 

设（复杂假设）
��: � � ∈  �� �,  � : � > � 

则由数据，MLE为� =  �=�
� ��
�

≈ �
�
 �=�
�� ��� = ⋯ = �. ��。
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经计算，可得20秒内放射的粒子数恰为�的（估计）概率��, ��,  ⋯, ��，
及大于等于10个的概率���。

之后检验简单假设��: �� � = ��   � = �,  ⋯,  �� ，得到
� = ⋯ = �. ��� < ��. �

其中��. �为� = �. ��水平下自由度�� = �� − � − � = �时��分布的临界
值，因此不否定��及��，即认为服从Poisson分布。

例3. 从一批滚珠中随机抽取了50个，测得直径为（书P124例7.3）：
15.0，15.8，15.2，15.1，15.9，14.7，14.8，15.5，15.6，15.3，
15.1，15.3，15.0，15.6，15.7，14.8，14.5，14.2，14.9，14.9，
15.2，15.0，15.3，15.6，15.1，14.9，14.2，14.6，15.8，15.2，
15.9，15.2，15.0，14.9，14.8，14.5，15.1，15.5，15.5，15.1，
15.1，15.0，15.3，14.7，14.5，15.5，15.0，14.7，14.6，14.2。
问能否认为滚珠直径服从正态分布（� = �. ��）？
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解：设直径�的分布函数为� � ，则问题可表示为

��: � � ∈  � 
� − �
�  :   � ∈ ��,  � > � 

首先通过MLE法估计参数，得

� =
�
� �=�

�
�� = ⋯ = ��. �                           

�� =
�
� �=�

�
 �� − � � = ⋯ =  �. ���� �

因此
��: �~� ��. �,  �. ����� 

根据数据，取� = ��. ��，� = ��. ��，将 �,  �]分为7段（参照直方图
法），得� < �� < ⋯ < �� < �。查正态分布表，可得��的值为
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�� = �. ����,  �� = �. ����, �� = �. ����, �� = �. ����,  
�� = �. ����, �� = �. ����, �� = �. ����

分别计算��（数数），可算得

� = 
�=�

�  �� − ��� �

���
= ⋯ = �. ����

查��分布表（ �� =  7-1-2=4，� = �. ��)，得临界值为� =  9.49。

因为� < �. ��，故不否定��，从而也不否定��，即认为�服从正态分布。

● Fisher对孟德尔遗传实验数据的统计分析，用的也是��检验法。但他
并不是当统计量太大时否定��，而是结合背景，当统计量太小时否定��。
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二、独立性检验

      若随机变量�与�皆为离散型，不妨设�的值域为 �,  �,  ⋯,  � ，�的值
域为 �,  �,  ⋯,  � ， �,  � 的联合分布为 ��� �×�，其中��� = � � = �,  � =
� 。

      记�� = � � = � =  �=�
� ���， �� = � � = � =  �=�

� ���分别为� 、 �
的边缘分布，由概率论知识， �与�相互独立的充要条件是：��� = ����
（对任意的� = �,  �,  ⋯,  � ，� = �,  �,  ⋯,  � ）。

      设观测数据为 ��� �×�，其中���为“� = �,  � = �”的频数，则数据为
二维列联表。记

��∙ = 
�=�

�
��� “� = �”的频数

�∙� = 
�=�

�
��� “� = �”的频数
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� = 
�=�

�
��∙ = 

�=�

�
�∙� = ��� 总数

��: ��� = ����    � = �,  �,  ⋯,  �, � = �,  �,  ⋯,  �  
      这也是复杂假设检验问题，具体方法与“一”类似：先通过MLE方法
估计参数�� =

��∙ �，�� =
�∙�

�，之后将其代入（此时全部数据被分成� ∙
�个组，我们共估计了 � − � +  � − � 个参数）得

� = 
�=�

�
 

�=�

�  ��� − ����� 
�

�����
可以证明，当��成立时，若�较大，则�近似地服从��分布，自由度为：
�� − � −  � − � −  � − � =  � − �  � − � 。

引理：对上述问题，有

� = �  
�=�

�
 

�=�

� ����

��∙�∙�
− � 

证明：略。
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例3. 研究吸烟与患慢性支气管炎有无关系。调查了339人，结果如下表
（书P127例7.4），问可否认为有相关关系 ？

解：此为� × �列联表。由前面结果，  � − �  � − � = �，设
��: ��� = ����    � = �,  �,  � = �,  � 

由引理可知，� = ⋯ = �. ��，查表，当� = �. ��时，� = �. ��；当� =
�. ��时，� = �. ��，均< �，故否定��，及认为吸烟与患慢性支气管炎显
著相关。

● 此种独立性检验法是“一”中��检验扩展到二维的一个应用。

● 当�、�为连续型时，可以先将其离散化，再行处理⋯ ⋯ 。

患病 不患病 ��∙
吸烟 43 162 205
不吸烟 13 121 134
�∙� 56 283 339
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三、Kolmogorov检验法（Kolmogorov-Smirnov）

      由第二章定理4.1（Glivenko-Cantelli定理），经验分布函数�� ∙ 
一致收敛于� ∙ 。欲检验��: � ∙ = �� ∙ ，自然想到比较�� ∙ 与�� ∙ 。
当�是连续型随机变量时，可以使用Kolmogorov-Smirnov（简称K-S）
检验法。因为上述函数均有界，故可使用极大模定义检验统计量

�� = ���  �� � − �� �  :    − ∞ < � <+∞ 
利用连续型随机变量结论“若�~� ∙ ，则� � ~� �,  � ”，记� =
�� � ，则当��成立时， �~� �,  � ，故而（令� = �� � ）

�� = ���  �� � − �� �  :    − ∞ < � <+∞                                 
= ���  �� ��−� �  − � :    − ∞ < � <+∞, � = �� �  
= ���  �� � − � :   � < � < �                                           

其中�� � 为�� = �� �� ~� �,  � ,  � = �,  ⋯,  �的经验分布函数。

      即当��成立时，��的分布与�� ∙ 无关！因此，可以制作表格，以便
查找临界值。
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● 当样本量�较小时，书P362列出了临界值表。

● 当样本量�较大时，Kolmogorov证明了如下结论：

定理7.1. 设�的分布函数为连续函数�� � ，则
�� = ���  �� � − �� �  :    − ∞ < � <+∞ 

满足 lim
�→∞

� ��� ≤ � = � � （∀� ∈ ��），其中

� � =   �=−∞

+∞
 −� ��−����� 当� > �

� 否则

证明：略。
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● 传统假设检验对两类错误的态度（不对等）：控制第I类错误，不超过给定的检
验水平�，一般较小；不控制第II类错误，可能很大。多大？

● 当样本量较小时，往往有各种假设均不被否定的情形，如对同一组数据，��
：� = ��、��：� = �� + ��、 ��：� ≤ ��、 ��：� ≥ ��等均不被否定。有人不
说“肯定”，而说不否定，表示“否定”证据不足，但也不足以“肯定”。

● 保护消费者：美国FDA药品疗效标准的转变，食品细菌超标（传统上不出事就
行，现代较严），澳大利亚奶粉重量 ⋯⋯ 。从统计观点，是零假设形式的改变。

● 与法律关系：��的选取为被告（弱势）无罪：无罪推定、疑罪从无。宁可不判
（第II类错误），不能出现冤案（第I类错误）。南京彭宇案⋯⋯。当然法律（形式
上）要求更高（� = �）。但如何避免被指责“不作为”（第II类错误太大）？谁
主张，谁举证，即原告承担增加样本量费用。

● 对于具体问题，到底应假设��：� ≤ ��还是 ��：� ≥ ��？实际工作/考试

      许多时候，充分利用直观和概率统计知识，可以构造好的检验法。
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例4. 在美国北卡的Raleigh，气象学家记录了1942至1981年间共40年的
年平均气温（华氏），数据如书P138表8.1所示。

来源：The Fascination of Statistics, Brook et al. Marcel Dekker 
1986.

年份 温度 年份 温度 年份 温度 年份 温度

1942 61.0 1952 60.3 1962 58.2 1972 58.5

43 60.6 53 61.3 63 57.5 73 59.8

44 59.8 54 60.1 64 58.9 74 59.7

45 60.3 55 59.6 65 59.1 75 59.6

46 60.4 56 59.9 66 58.7 76 58.7

47 59.1 57 60.1 67 59.1 77 58.6

48 59.8 58 57.4 68 58.4 78 59.1

49 61.4 59 59.9 69 56.9 79 58.6

50 59.9 60 57.9 70 57.8 80 59.3

51 60.1 61 58.7 71 59.0 81 58.3
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从散点图看，似乎有温度降低的趋势。问：Raleigh是否在变冷？

解：考虑任意两个不同年份温度对比形成的“对儿”：若后面年份的温度
比前面年份的高，称其为“协调对儿”或“+1”（例如1944年/1946
年）；否则称其为“不协调对儿”或“− 1”（例如1942年/1943年）。

设��:无趋势，取� = “+1”个数− “− 1”个数。直观上形成的检验法
为，若�太大，说明在变暖，否定�� ； 若�太小，说明在变冷，否定��；
若�适中，则不否定��。

�多大算“太大”？或具体地，临界值是多少？缺�的分布，缺概率空间。

因为年份数� = ��，故�个不同的温度共有�!种不同排列方式。记� =
 �:  �为�!种排列之一 ，ℱ为�的所有子集构成的集合，定义

�  �  = � �!
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即所有排列方式等可能，则 �,  ℱ,  � 为概率空间。

所有的“对儿”共有���个，因此，给定�后，�的分布是固定，即已知的，
故而可以得到临界值（可计算，有表可查）。

此例中， � =− ���，观测到≤− ���的概率≤ �. ���，故否定��，即认
为Raleigh在变冷。

● 此检验法称为Mann-trend test。此方法的一大优点在于，未对温度
的分布做出任何假设，仅假设�个不同的温度随机排列。

● 还可以有其他方法，如下章的回归分析方法，但其隐含线性假设。

请有兴趣的同学自学第八节。



第四章 回归分析与线性模型

第一节 引言

● 统计学中非常重要的一个领域，研究两个或多个变量间的关系。

● 相对简单，研究的较充分。

● 实用性强，应用前景广阔。

● 不断得到各种类型的推广，新的研究活跃。
------------- end 20240328
● “回归”（Regression）一词最早由十九世纪英国科学家Galton（高
尔顿）在研究遗传规律时使用。父子身高/智商？

● “线性模型”指用线性组合描述变量之间的近似关系。


