
第四章 回归分析与线性模型

第一节 引言

● 统计学中非常重要的一个领域，研究两个或多个变量间的关系。

● 相对简单，研究的较充分。

● 实用性强，应用前景广阔。

● 不断得到各种类型的推广，新的研究活跃。

● “回归”（Regression）一词最早由十九世纪英国科学家Galton（高
尔顿）在研究遗传规律时使用。父子身高/智商？

● “线性模型”指用线性组合描述变量之间的近似关系。



第一节 引言

      变量间的关系可以是确定性（� = � �，� = �
�
���）的或相关性的

（体重/身高，儿童识字个数/鞋码）。随机变量�可能由多个变量��确定，
即

� = �(��,  ⋯,  ��)
但�可能很大，有些��无法观测到。将其中感兴趣的、较重要的、能够处
理的变量找出来，无妨设得到关系式

� = � ��,  ⋯,  �� + � ≈ �(��,  ⋯,  ��)
即将不关心、不重要、无法处理部分的影响表示为随机误差�。

      如果用数学上最简单的线性函数去近似表示�(��,  ⋯,  ��)，并仍用�表
示新的随机误差，则有线性模型

� = �� + ���� +⋯+ ���� + �

● 有时可以将非线性问题转化为线性模型，例如� ≈ ��−� �；有时可以
用�的多项式近似表示�，得线性模型。
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● 理论方面用途：科学问题研究，尤其是复杂问题研究，给出近似关系
式，剔除非相关因素，描述因果关系，逼近真理。

● 应用方面用途：很丰富。主要利用以往经验及相关数据进行预测。

● 股市预测。

● 学术界/业界的不同关注点。

● 与大数据关系（big data, huge data, massive data） ⋯⋯

  ◇ 重要变量
  ◇ 模型方法
  ◇ 计算手段



第一节 引言

常用名称等：

● 因变量（响应变量，Response）�：被表示的量，本课程中一维。

● 自变量（协变量，Covariate）�：表示�的量，一个或多个。

● �与�的关系：有时是因果的（腐蚀时间与腐蚀深度），有时是描述的
（汽车里程与油耗），有时是未知的（新科学问题）。

● 一般假设�是非随机的，�是随机的， �的随机性来自于误差�。

● 任务：① 判断哪些�与�相关（检验），相关性强弱；② 找出�与相关
�的近似关系式（估计）；③ 预测；④ 控制。

● 研究实际问题，往往需要补充相关学科的一些基础知识。



第二节 一元线性回归

      一元线性回归就是只有一个自变量，模型为：
� = � + �� + �

其中�、�为未知参数（回归系数），�是随机误差。设数据为
(��,  ��),  ⋯,  (��,  ��)，则

 

�� = � + ��� + ��
�� = � + ��� + ��

⋯          ⋯
�� = � + ��� + ��

对模型的假设为：
① �(��) = �                                         
② ���(��) = ��                                  

①′�(��) = � + ���          
②′���(��) = ��               

③ ��,  ⋯,  ��相互独立，                    
故��� ��, �� = �(� ≠ �)

④ ��~� �,  ��                                     

③′��,  ⋯,  ��相互独立， 
       故��� ��, �� = �(� ≠ �)

④′��~� � + ���,  ��      
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      零均值的假设①是最弱的，永远有，其它假设视情况可适当放宽，如
当只做估计时，可以不要假设④；有时③可减弱为不相关。有时方差的假
设②也可以放宽或改变，例如对模型� = �� + �（油耗/汽车里程）。

一、最小二乘估计（Least Square Estimate, LSE）

      我们想找一条直线“最好”地拟合数据构成的散点图，希望直线与所
有散点的“距离”最近。如何定义“距离”？当“距离”的平方采用散点
到直线的竖直距离（非垂直距离）平方和时，就得到最小二乘估计。

      故由模型，定义

�(�,  �) = 
�=�

�
(�� − � − ���)� = 

�=�

�
���

使�(�,  �)达到最小的�、�，就称为�、�的LSE。因为�(�,  �)是�、�的
二次多项式，易知在很宽的条件下，最小值存在唯一。利用微积分得
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��(�,  �)
�� =− � 

�=�

�
(�� − � − ���) = �      

��(�,  �)
�� =− � 

�=�

�
(�� − � − ���) �� = �

其（唯一，条件：��不全相等）解为

 
� = � − ��     （回归直线总经过(�, �))  

� =
 �=�
� (�� − �)(�� − �)

 �=�
� (�� − �)�

      求导是最直接的方法。对此二次多项式，也可以用配方的方法，请自
行推导。

二、检验线性关系

      在“一”中可以发现，任意两个变量（体重/身高，体重/智商）�、
�都可由最小二乘法建立回归方程
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� = � + ��
但�、�是否真的相关？设

��: � = �
若由数据，不否定��，则线性回归无意义。

● 因为�是随机变量��的线性组合，故也是随机变量，若是连续型，则它
取0的概率为0。

● |�|的大小不能说明��是否成立，它与�、�的单位选取有关。

● 应考虑|�|相对于随机误差的大小。

● ��成立，仅说明�、�线性不相关，不说明无其他关系，如� = �� + �。
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      平方和分解公式：定义
            残差：�� = �� − ��；
            偏差平方和：��� =  �=�

� (�� − �)�；

            回归平方和：� =  �=�
� (�� − �)�；

            残差平方和：� =  �=�
� (�� − ��)� =  �=�

� ���。

引理1. ��� = � + �。
证明（典型方法）：

��� = 
�=�

�
(�� − �)� = 

�=�

�
 (�� − ��) + (�� − �) �                    

=  (�� − ��)� + (�� − �)� + � (�� − ��)(�� − �)
= � + � + ��                                                                                  
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而
� =  �� − � − ���  � + ��� − � − ��                 

=   �� − � + �� − ���  �(�� − �)                     

= �  (�� − �) − �(�� − �) (�� − �)                   

= �   (�� − �)(�� − �) − � (�� − �)� = �

      偏差平方和���（已经中心化）表示�的总的波动，回归平方和�表示
���中可以由�的变化解释的部分，而残差平方和�刻画了除�外纯随机误差
引起的变化。易知� = �(�,  �)。
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      可以证明（多元回归时证），若误差��~�(�,  ��)，则在��: � = �成立时，有

� = :
�

�
(� − �)

 

 

 
 
=

�
�� �

�
��

(� − �)

 

 

 
 

服从�(�,  � − �)。给定检验水平�，查表可得临界值�，当 � > � 时否定��。此
时我们习惯上说“线性回归（不）显著”。

● 实际计算：记��� =  �=�
� (�� − �)�，��� =  �=�

� (�� − �)(�� − �)，则易知� =
���

���，� =  �=�
� (�� − �)� =  �=�

�  � + ��� − � − �� 
�
= ����� = ���� =

����
���；

而仍有� = ��� − �。

● 可以证明，�、�分别是�、�的无偏估计；当假设��~�(�,  ��)成立时，它们也
是其MLE，此时��的MLE为�(�, �) �，而其无偏估计为� (� − �)。
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三、相关系数

      对比概率论中相关系数的定义，我们令

� =
 �=�
� (�� − �)(�� − �)

 �=�
� (�� − �)� �=�

� (�� − �)�

易知|�| ≤ �。�表示�与�线性相关程度的强弱： |�|越接近1，则�与�线性
相关程度越大。由下式，

�� =
����

������
=

�
���

=
�

� + � = � −
�
���

即回归平方和占偏差平方和的比例。还可得到

� =
�

�
(� − �)

=
��

 � − �� 
(� − �)

故�与��一一对应（单调增）。�有更强的直观意义。
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四、预测

      有了回归方程（已通过检验），当给定自变量新的值� = ��时，相应
的�� = ?此时模型为

�� = � + ��� + ��
由回归方程，自然得到��的点估计（无偏，也是�(��)的点估计）

�� = � + ���
那么��的置信区间呢？在正态性假设下，构造随机变量

� =
�� − ��
�� (� − �)

=
�� − � − ���
�� (� − �)

~�(� − �)

（多元回归时证明），查表可得临界值�及��的置信区间。上式中，

� = � +
�
� +

(�� − �)�

���
● 对��预测的误差来自两部分：① �、�与其真值�、�的误差；② ��与
� + ���间的误差��。
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● 当��变化时，置信区间上、下限的轨迹构成双曲线。

五、控制

      是预测的反问题。

1. 若想因变量取值在��附近， ��应取何值？(�� − �) �。
2. 若想使��取值在区间 �,  � 内，给定� − �，问��应在什么范围？

      利用“四”的结果，当� = ��时， ��的� − �水平的置信区间为：
 �� − � �� (� − �), �� + � �� (� − �) 

对于� > �的情形（不妨设），由不等式�� − � �� (� − �) ≥ �解出
�� ≥ ��，由不等式�� + � �� (� − �) ≤ �解出�� ≤ ��，则当�� ∈
 ��,  �� 时， ��以不少于� − �的概率落在区间 �,  � 内（保守的）。
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      若区间 �,  � 太窄（和/或�太大时），可能会有�� > ��，此时问题
无解。

六、一元齐次线性回归

      有些时候，由背景知识知，截距项（常数项）� = �（例如�为汽车行
驶里程，�为耗油量），此时若其他假设仍成立，则得到一元齐次线性回
归模型：

� = �� + �
其中�为零均值的随机误差项。

      若数据仍为(��,  ��),  ⋯,  (��,  ��)，则仿照一元线性回归，令

�(�) = 
�=�

�
(�� − ���)� = 

�=�

�
���

求导得

�′(�) =− � 
�=�

�
(�� − ���) �� = �
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因此最小二乘估计为

� = 
�=�

�
����  

�=�

�
���

      如何检验假设��: � = �？

      设��,  ⋯,  ��独立同分布�(�,  ��)，记� = (��,  ⋯,  ��)′，� =
(��,  ⋯,  ��)′，取�为正交矩阵，其第一行取为 �

 ��
�
(��,  ⋯,  ��)，则

� = (��,  ⋯,  ��)′ = ��

是正交变换，而� = �

 ��
�
��。因此

∥ � ∥� = �′� = �′� =  � − �� + �� 
′
 � − �� + �� 

=  � − �� 
′
 � − �� + ���′� + ��       

显然， � − �� 
′
 � − �� = ∥ � − �� ∥� = � � = �。
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而交叉项为

� =  � − �� 
′
⋅ �� = �′�� − ���′� =

  �=�
� ���� 

�

 �=�
� ���

−
  �=�

� ���� 
�

 �=�
� ���

= �

------------------------- end 20240401
所以，我们有

 
�=�

�
��� = 

�=�

�
��� =∥ � ∥� = ��∥ � ∥� + ∥ � − �� ∥� = ��� + ∥ � − �� ∥�

即∥ � − �� ∥� =  �=�
� ���。

      当��成立时，�~�(�,  ����)，故�~�(�,  ����)，可推出��与
∥ � − �� ∥�相互独立，且��~�(�,  ��)，

�
��

∥ � − �� ∥�~��(� − �)

因此，检验统计量为

� =
(�� �)�

�
�� ∥ � − �� ∥� (� − �)

=
�� �=�

� ���

� (� − �)
~�(�,  � − �)

此结论也可通过利用本章第四节定理4.1得到。
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而交叉项为

� =  � − �� 
′
⋅ �� = �′�� − ���′� =

  �=�
� ���� 

�

 �=�
� ���

−
  �=�

� ���� 
�

 �=�
� ���

= �

所以，我们有

 
�=�

�
��� = 

�=�

�
��� =∥ � ∥� = ��∥ � ∥� + ∥ � − �� ∥� = ��� + ∥ � − �� ∥�

即∥ � − �� ∥� =  �=�
� ���。

      当��成立时，�~�(�,  ����)，故�~�(�,  ����)，可推出��与
∥ � − �� ∥�相互独立，且��~�(�,  ��)，

�
��

∥ � − �� ∥�~��(� − �)

因此，检验统计量为

� =
(�� �)�

�
�� ∥ � − �� ∥� (� − �)

=
�� �=�

� ���

� (� − �)
~�(�,  � − �)

此结论也可通过利用本章第四节定理4.1得到。
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● 最小二乘估计是将平方和作为“距离”的平方。若采用其他距离，则
可得到其他估计。例如若使绝对值之和最小，则得到最小一乘估计（亦称
最小绝对偏差估计），它比LSE稳健。

例1. （教材P149例2.1）合成纤维强度⋯⋯。
解：由表2.1中数据，� = ��， �� = ���. �，  �� = ���. �，
  ��� = ���. ��，  ��� = ���. ��，  ���� = ���. ��，所以

��� = ��� −
�
�  �� 

�
≈ ���. ��                  

��� = ���� −
�
�  ��   �� ≈ ���. ��

��� = ��� −
�
�  �� 

�
≈ ���. ��                   
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因此，� = ��� ��� ≈ �. ���，� = � − �� ≈ �. ��，经验方程为

� = �. �� + �. ����

      下面检验��: � = �。经计算，� = ���� ��� ≈ ���. ��， � = ��� −
� ≈ �. ��，因此，� = ���.��

�.�� ��
≈ ���. ��。查表可知，� − �. ��分位点为

�. ��，� − �. ����分位点为��. �，故否定��，即�与�显著相关。

      此时，相关系数� =
���

������
≈ �. ����，非常接近1。

      若预测�� = �. �时的强度��，其点估计为�� = �. �� + �. ��� × � =
�. ���。其置信区间为 �� − � �� (� − �), �� + � �� (� − �) ，查表
得（�� = ��，� = �. ��）� = �. ���，而� ≈ �. ��，故置信区间为
 �. ���,  �. ��� 。
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      若希望�以不小于��%的概率落在 �. �,  �. � 内，解方程
�. �� + �. ����� − �. ��� �� (� − �) = �. �

�中含有��，但因(�� − �)� ��� ≈ �，近似计算，取� ≈ � + � �，解得
�� ≈ �. ��。同理，解方程

�. �� + �. ����� + �. ��� �� (� − �) = �. �
得到�� ≈ �. ��。故应取� ∈  �. ��,  �. �� 。

例2. 一元回归应用实例：北京地区语文高考作文成绩监控方法（北京大
学孙山泽教授，见北京大学学报自然科学版，1996，第32卷，第1期，
P1）

● 在一般实际应用中，由于问题多数较复杂，一元回归很少直接应用。

● 即使问题中仅有一个自变量�，如果与�的关系是非线性的，也可以用�
的多项式逼近�（多元回归）。
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一、线性模型

      设数据为 ��;  ���,  ⋯,  ���,  � = �,  ⋯,  � ，其中��为第�次观测中因变量
的值，���,  ⋯,  ���为第1， ⋯，第�个自变量的值。用线性关系式描述：

� = ���� +⋯+ ���� + �
拟合数据，就得到线性模型

 
�� = ����� +⋯+ ����� + ��

⋯⋯
�� = ����� +⋯+ ����� + ��

                                        (�)

其中��,  ⋯,  ��是未知参数，��,  ⋯,  ��为随机误差。

在做理论分析时，习惯上不设常数项，因为总可以形式地令�� ≡ �，故��
即可为常数项。我们设自变量��,  ⋯,  ��是非随机的，而误差��,  ⋯,  ��
（从而因变量��,  ⋯,  ��）为随机的。利用矩阵语言，记

� =  
��
⋮
��
 
�×�

,  � =  
��� ⋯ ���
⋮ ⋮

��� ⋯ ���
 

�×�

,  � =  
��
⋮
��
 

�×�

,  � =  
��
⋮
��
 
�×�
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则线性模型（1）可表示为
� = �� + �                                                         (�)′

      我们需要估计（至少）�个参数，因此要求� ≥ �。（当代有“小�大
�”问题）

      下面根据研究目的的不同，对误差�给出两种假设。

假设（Assumption）A：
�(�) = �,        ���(�,  �) = �(� ∙ �′) = ����

即不假设正态，不假设相互独立，但假设零均值，不相关，同方差。

假设（Assumption）B：
�~�(�, ����)

即��间相互独立，均服从�(�, ��)。

● 还可有更弱的假设，如��的方差不同。



第三节 线性模型的参数估计

二、最小二乘估计

      如何估计��,  ⋯,  ��，使得拟合的好？按一元回归思想，应使
��,  ⋯,  ��整体上最小。令

�(�) = 
�=�

�
��� =�′ ∙ � = 

�=�

�
 �� −  ����� +⋯+ �����  

�

= (� − ��)′(� − ��) = ∥ � − �� ∥�                            

定义1. 称�为�的最小二乘估计，若
� � ≤ �(�)                        (∀� ∈ ��)

定理3.1. （1）最小二乘估计（LSE）一定存在。
（2） �是LSE的充要条件是它满足正规方程�′�� = �′�。
（3）LSE唯一的充要条件是�满秩，此时� = (�′�)−��′�。
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证明：（1）记�的�个列向量张成的��的线性子空间（其维数≤ �，为�
的秩）为�(�)，记� = ����(�) ∈ �(�)为向量�到�(�)的投影，则
� = � + (� − �)，�与� − �正交，� − �是�到�(�)的最短距离，因此，

∥ � − � ∥≤∥ � − �� ∥ ,                            (∀� ∈ ��)
因为� ∈ �(�)，故存在（可能不唯一）�，使得� = ��，即�是一个LSE。

（2）�′�� = �′�   ⟺   �′ � − �� = �  ⟺  � − ��与�的所有列向量正
交⟺ �−��与�(�)正交  ⟺∥ � − �� ∥达到最小值。

（3）充分性显然，下证必要性，反证：若�不满秩，则存在� ≠ �，� ∈
��，使得�� = �。设�是一个LSE，则

�′� � + � = �′�� + �′�� = �′�
即� + �也是一个LSE，矛盾，证毕。
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      形式上，
�(�) = (� − ��)′(� − ��) = (�′ − �′�′)(� − ��)

= �′� − ��′�′� + �′�′��                         
是�的二次型。

对�(�)求偏导，并令��(�) = �，得正规方程
�′�� = �′�

将其代入�(�)，得
� � = �′� − �′�′� = �′� − �′��

特别地，当�满秩时，�′�是� × �正定矩阵，故而
� � = �′� − �′�(�′�)−��′� = �′ �� − �(�′�)−��′ � = : �′��

      一元回归中，我们介绍过，LSE无偏，� (� − �) = � �,  � (� − �)
是��的无偏估计。将其扩展，得到下面一般性结论。
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定理3.2. 设�满秩，且假定A成立，则
（1）� � = �，

（2）��� �, � = ��(�′�)−�，

（3）�� � = (� − �)��。

证明：
（1）� � = � (�′�)−��′� = (�′�)−��′��

= (�′�)−��′(�� + �) = �                                                

（2）��� �, � = ��� (�′�)−��′(�� + �), (�′�)−��′(�� + �) 
= ��� (�′�)−��′�, (�′�)−��′�                
= � (�′�)−��′� ∙ �′�(�′�)−�                     
= (�′�)−��′�����(�′�)−� = ��(�′�)−�
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（3）�� � = �(�′��)                       （记� = �� − �(�′�)−��′）
                   = ���(�′��)                    （�′��是数，即� × �矩阵）
                   = ���(�� ∙ �′)                  （因为��(��) = ��(��)）
                   = �� � ∙ �(��′) 
注意到��′ = ���′�′ + ��′�′ + ���′ + � ∙ �′，故而

�(��′) = ���′�′ + � + � + ���� = ���� + ���′�′

又因为�� =  �� − �(�′�)−��′ � = � − � = �，故
� ∙ �(��′) = ��� + ����′�′ = ���

所以�� � = ����(�) = �� ��(��) − �� �(�′�)−��′  
                = �� � − �� (�′�)−��′ ∙ �         （因为��(��) = ��(��) ）

                = �� � − �� ��  = ��(� − �)。      证毕。

此时，��的无偏估计为：�� = �(�) (� − �)。
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例1. （第二节例1，合成纤维强度，教材P149例2.1 ）

解：形式地引入变量�(�) ≡ �，令�(�) = �，则� = �，� = ��。

      � =  
�
�

�. �
�. �

⋮
�

⋮
��. �

  满秩，故�′� =  
�  ��
 ��  ���

 =  �� ���. �
���. � ���. �� 

 �′� =   ��
 ����

 =  ���. ����. � ，
 �′� = � ��� − ���� = ����，所以

 (�′�)−� = �
 �′� 

  ��� −  ��
−  �� �

 = �
���
 
 ��

�

�
− �

− � �
 ≈  �. ��� −�. ����

−�. ���� �. ����  

因此� = (�′�)−��′� = �
���
 
 ��

�

�
− �

− � �
   ��

 ����
 = ⋯

         =  
� − � ��� ���

��� ���
 ≈  �. ���. ��� 。
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● 求解�等价于解一个�元一次方程组。当� = �时，用不用矩阵区别不大，
当�较大时，矩阵有优势。

● 正规方程组�′�� = �′�总有解，但当 �′� = �（即�不满秩）时，解
不唯一。

例2. 两个物体的重量分别为��、��，一起放在天平上称量，因有测量误
差（设其服从正态分布），�次的结果分别为��,  ⋯,  ��，试估计��、��。

解：从直观上看，��、��不可估。引入形式变量�� = �� ≡ �，则由线性
模型，有

  
�� = ���� + ���� + ��

⋯      ⋯
�� = ���� + ���� + ��

                其中�~�(�,  ���)，而
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      � =  
� �
⋮ ⋮
� �

 不满秩，�′� =  � �
� � 不可逆，�′� =   �� ��

 ，故任何满

足�′�� = �′�，即满足�� + �� =
�
�
 �� = �的�都是�的LSE。

● 上例中，��（同理��）不存在无偏估计。反证，若�(��,  ⋯,  ��)是，
则
��(��,  ⋯,  ��) = ��，而因为��~� �� + ��,  �� ，故对任意的��、��，
有

�(��,  ��) =  
−∞

∞
⋯ 

−∞

∞
�(��,  ⋯,  ��) 

�
���

 
�

�−
�
���

 (�� − �� − ��)����⋯��� = ��

注意到�(�,  �) = �(�,   − �)，推出� = �，矛盾。

● （不）可识别性：称模型（或参数）是不可识别的，若�中存在�� ≠
��，使得

��� = ���
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      一般情况下，�不满秩是因为某些自变量线性相关，即某个自变量可
由其他几个自变量的线性表示。如⋯⋯。解决方法为删除一些自变量。当
自变量间可完全决定，但非线性时，则不必删除。

例3. （教材P167，例3.2）

解：首先对�中心化得到�，并将� 变换为�。
      由散点图，用�的二次函数拟合。此时� = ��，

� =  

 

 

�
�

��
��

���

���

⋮
�

⋮
��

⋮
���

 

 

 =  
�
�

−�
−�

��
��

⋮
�

⋮
�

⋮
��

 

满秩， �=�
�� �� = ���， �=�

� ���� = ��， �=�
� ����� = ���，

因此
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�′� =
 

 

 
 

�  ��  ���

 ��  ���  ���

 ���  ���  ���

 

 

 
 
=  

�� � ���
� ��� �

��� � ����
 

而 �′� = ⋯ = �������，故

(�′�)−� = �
�������

 
������ � −�����

� ���� �
−����� � ����

 ，而

�′� =  
 ��
 ����
 �����

 =  
���
��
���

 ，

所以
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� = �
�������

 
��������
������
−������

 ≈  
��. ����
�. ����
−�. ����

 。

 � = � � = �′� − �′�� = ⋯ ≈ ���� − ����. ���� = �. ����，故
 �� = � (� − �) ≈ �. ����。利用定理3.2中的（2）可知，��、��和��
的估计的方差分别为�. ����、�. ����和�. �����。经验方程为

� = ��. ���� + �. ����� − �. ������ 
或（代回）

� = ��. ��� + �. ����� − �. ��������

-----------------end 4月6日
三、线性可估性

      由本节前面例2知，��、��不可估，但�� + ��可估。又如，三个物
体称重，前两个总在一起，第三个可分开，则��可估，��、��不可估。
可见，整体可估性存在问题时，可能部分参数可估，或一些参数的线性组
合可估。



第三节 线性模型的参数估计

     设� =  ��,  ⋯,  �� ′ ∈ ��为任一�维向量。

定义2. 称�′�是（线性）可估的，若存在� = (��,  ⋯,  ��)′ ∈ ��，使得
�(�′�) = �′�对任意的� ∈ ��成立。

      当�满秩时，显然对任意的� ∈ ��，�′�可估，此时�′ = �′(�′�)−��′。
当�不满秩时，仅对某些� ∈ ��，�′�可估。

定理3.3. 设假定A成立，则�′�可估的充要条件为� ∈ �(�′)，即�′可表示
为�的行向量的线性组合。

证明：� ∈ �(�′) ⟺ 存在� ∈ ��,  �. �.    �′ = �′�
⟺ 存在� ∈ ��,  �. �.    (�′� − �′)� = �  (∀� ∈ ��) 
⟺ 存在� ∈ ��,  �. �.   �(�′�) = �′�� = �′�  (∀� ∈ ��) 
⟺ �′�可估，证毕。
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      当�满秩时，�(�′) = ��，故任给� ∈ ��， �′�可估。

● 对例2，所有�的行向量均为(�,  �)，故�(�′)维数为一，所有可估的组合
为�(�� + ��)（� ∈ ��）。

      若�′�可估，如何估计？当�满秩时，自然用�′�。若不满秩，则�不唯一。
--------------------- end 20240415
定理3.4. （高斯-马尔科夫）设假定A成立， �′�线性可估，则任取�为�的一
个LSE，�′�必为�′�的唯一的最小方差线性无偏估计。

证明：因为�′�可估，设�′�是其任一无偏估计，令
�∗ = �����(�)(�) ∈ �(�)，              � = � − �∗，

则�∗ ∈ �(�)，�′� = �，即�与�的所有列向量正交。因为�′� = �∗′� + �′�，
取期望得�′� = � �∗′� + �′�� = � �∗′� ，故�∗′�也是�′�的一个无偏估计。



第三节 线性模型的参数估计

� = �
�������

 
��������
������
−������

 ≈  
��. ����
�. ����
−�. ����

 。

 � = � � = �′� − �′�� = ⋯ ≈ ���� − ����. ���� = �. ����，故
 �� = �  � − � ≈ �. ����。利用定理3.2中的（2）可知，��、��和��
的估计的方差分别为�. ����、�. ����和�. �����。经验方程为

� = ��. ���� + �. ����� − �. ������ 
或（代回）

� = ��. ��� + �. ����� − �. ��������

三、线性可估性

      由本节前面例2知，��、��不可估，但�� + ��可估。又如，三个物
体称重，前两个总在一起，第三个可分开，则��及�� + ��可估，��、��
不可估。可见，整体可估性存在问题时，可能部分参数可估，或一些参数
的线性组合可估。
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     设� =  ��,  ⋯,  �� ′ ∈ ��为任一�维向量。

定义2. 称�′�是（线性）可估的，若存在� =  ��,  ⋯,  �� ′ ∈ ��，使得
� �′� = �′�对任意的� ∈ ��成立。

      当�满秩时，显然对任意的� ∈ ��，�′�可估，此时�′ = �′ �′� −��′。
当�不满秩时，仅对某些� ∈ ��，�′�可估。

定理3.3. 设假定A成立，则�′�可估的充要条件为� ∈ � �′ ，即�′可表示
为�的行向量的线性组合。

证明：� ∈ � �′ ⟺ 存在� ∈ ��,  �. �.    �′ = �′�
⟺ 存在� ∈ ��,  �. �.     �′� − �′ � = �   ∀� ∈ ��  
⟺ 存在� ∈ ��,  �. �.   � �′� = �′�� = �′�   ∀� ∈ ��  
⟺ �′�可估，证毕。
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      当�满秩时，� �′ = ��，故任给� ∈ ��， �′�可估。

● 对例2，所有�的行向量均为 �,  � ，故� �′ 维数为一，所有可估的组合
为� �� + �� （� ∈ ��）。

      若�′�可估，如何估计？当�满秩时，自然用�′�。若不满秩，则�不唯一。

定理3.4. （高斯-马尔科夫）设假定A成立， �′�线性可估，则任取�为�的一
个LSE，�′�必为�′�的唯一的最小方差线性无偏估计。

证明：因为�′�可估，设�′�是其任一无偏估计，令
�∗ = ����� �  � ∈ � � ，              � = � − �∗，

则�∗ ∈ � � ，�′� = �，即�与�的所有列向量正交。因为�′� = �∗′� + �′�，
取期望得�′� = � �∗′� + �′�� = � �∗′� ，故�∗′�也是�′�的一个无偏估计。
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      设�′�是�′�的另一个无偏估计，则同理可有�∗和�，且�∗′�也是。故
� �∗′� − �∗′� =  �∗ − �∗ ′�� = �         ∀� ∈ ��

因此 �∗ − �∗ ′� = �，但�∗ − �∗ ∈ � � ，故而�∗ = �∗。

      此时
��� �′� = �′��� �,  � � = �′���� = ��∥ � ∥�                                                
= �� ∥ �∗ ∥� + ∥ � ∥� = �� ∥ �∗ ∥� + ∥ � ∥� ≥ ��∥ �∗ ∥� = ��� �∗′� 

且等号成立当且仅当∥ � ∥= �，即� = �∗。因此，�∗′�是�′�的唯一的最小
方差线性无偏估计。

      最后证明�∗′� = �′�。任取�的LSE�，由定理3.1的证明，�� =
���� � ，故� − �� ⊥ � � ，因此有�∗′ � − �� = �，即�∗′� = �∗′��，
因为� �∗′� = �∗′�� = �′�对任意� ∈ ��成立，所以�∗′� = �′，故
�∗′� = �∗′�� = �′�，证毕。
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定义3. 若�是�的LSE，则称�′�（well-defined）为�′�的LSE。

● 可以证明，若假定B成立， �′�可估，则�′�是�′�的一致最小方差无偏
估计。

定理3.5. 设假定A成立，�的秩为�，则�� � =  � − � ��，即�� =
� � / � − � 是��的无偏估计。

证明：取��,  ⋯,  ��为� � 的一组标准正交基，添加��+�,  , ⋯,  ��使之成为
��的一组标准正交基。记

�� =  ��⋯ �� �×�,   �� =  ��+�⋯ �� �× �−� 
� =  ���� �×�

则�为正交矩阵。令� = �′�，则有

�� = �′�� =  ��′
��′

 �� =  ��′��
�
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��� �,  � = ���′� = ���                  

即�经正交变换后仍不相关。因此，

� = �� =  ��⋯ ��  
��
⋮
��

 =  
�=�

�
���� + 

�=�+�

�
����

记� =  �=�
� ����，� =  �=�+�

� ����，则� ∈ � � ，� ⊥ � � ，� = � + �是
一个正交分解，故

� � = ∥ � − � ∥� = ∥ � ∥� =  
�=�+�

�
��
�

注意当� > �时，��� = �，��� �� = ��，故

�� � =  
�=�+�

�
���

� =  
�=�+�

�
 ��� �� +  ��� � =  � − � ��

证毕。

● 当假定B成立时，可以证明，��是��的（一致）最小方差无偏估计。

● 当�满秩时，结论与定理3.2中的（3）一致。
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四、带约束的线性模型的参数估计

      背景为参数之间存在已知的线性联系，例如天文测量三个天体围成的
三角形的角度，对三个角独立测量，均有测量误差，因此一般�� + �� +
�� ≠ �，但我们已知�� + �� + �� = �，称平滑问题。又如测量铁球的体
积和重量，比重已知，故也有线性关系。

      一般约束条件：线性模型如前，但要求�满足线性方程组
�� = ��

其中�为� × �矩阵， �的秩为 � < �，��为�维向量。

定义4. 记�� =  � ∈ ��: �� = �� ，若�满足：① � ∈ ��，② 
∥ � − �� ∥� =min

�∈��
∥ � − �� ∥�，则称�是�的带约束条件�� = ��的LSE，

记为� = ��。

上述天文测量的例子中，� =  ��,  ��,  �� ′，� =  �, �, � ，�� = �。
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      我们自然要求约束条件不相互矛盾，即�� = ��有解，如不能同时出
现约束条件�� + �� + �� = �和�� + �� + �� = ��，且不重复，即�个约
束条件不线性相关，即�的秩为�。

      在上述要求满足时，带约束条件的LSE总存在，这可以在下面求法中
直接得到结论。

1. 消去多余参数法

例4. （平滑问题）天文测量，三个角度的测量值分别为��、��、��，模
型为

 
�� = �� + ��
�� = �� + ��
�� = �� + ��
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其中��、��、��相互独立，��� = �，���� = ��，约束条件为
�� + �� + �� = �

即 �, �, �  ��,  ��,  �� ′ = �。求��、��、��的满足约束条件的LSE。

解：因为�� = � − �� − ��，代入模型得

 
�� = � − �� − �� + ��
�� =          �� +           ��
�� =                    �� + ��

此时对参数��、��无约束条件，新模型为：

� = � ��
��

 + �

其中� =  �� − �, ��, �� ′，� =  
−� −�
� �
� �

 ，因此，
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�′� =  � �
� � 

 �′� −��′ =
�
� � −�

−� �   −� � �
−� � � =

�
�  −� � −�

−� −� �  

故

 ��

��
 =  

�� +
�
� −

�
�
 �� + �� + �� 

�� +
�
� −

�
�
 �� + �� + �� 

 

再代回约束条件，得

�� = �� +
�
� −

�
�
 �� + �� + �� 

● 此时，易知��� = ��，��� �� =
�
�
�� < �� = ��� �� 。我们不仅使得

估计满足了约束条件，还减小了估计的方差（实际上估计角度仅测两个就
足够，测三个相当于增加了一个样本）。
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      一般的方法形式上如下：

① 设�的前�列线性无关，则� =  ���� ，��为� × �可逆方阵。

② 记� =  �
 � 

� �  ，则当� ∈ ��时，约束条件变为�� = ��� � +��� � = ��，即

� � = ��
−��� −��

−���� � 。

③ 代入原线性模型，得新的线性模型� = �� � + �，其中� = � − � ��
−�

�
 ，� =

� − ��
−���
�

 。

④ 对新的线性模型（无约束）求� � 的LSE，代回得� � 的LSE，即得�的带约束
条件的LSE。

●�的带约束条件的LSE可能不唯一。
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2. 拉格朗日乘子法

      数学上著名的拉格朗日乘子法在此问题上可直接应用。

定理3.6. �是约束条件下LSE的充要条件是，存在� ∈ ��使得�满足

 �
′�� −�′� = �′�

�� = ��

证明：“⟹”（必要性）：显然�� = ��。
取�为任一实数，�为垂直于�的所有�个行向量的�维向量，即

� ⊥ � �′ 
令� = � − ��，则

�� = �� − ��� = �� = ��
即�满足约束条件。
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由于�是带约束的LSE，故
∥ � − �� ∥� ≤ ∥ � − �� ∥� = ∥ � − �� + � � − � ∥�

即
∥ � − �� ∥� − ∥ � − �� ∥� = ∥ � � − � ∥� + � � − �� 

′
� � − � 

= ��∥ �� ∥� + �� � − �� 
′
�� ≥ �                                                                       

由�的任意性，⟹
 � − �� 

′
�� = �

即
 �′� − �′�� 

′
� = �

再由� ⊥ � �′ 的任意性，⟹
�′� − �′�� ∈ � �′ 

故存在� ∈ ��，使得
�′�� − �′� = �′�

必要性得证。
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“⟸”（充分性）：任给�满足约束条件�� = ��，

∥ � − �� ∥� = ∥  � − �� + � � − � ∥�                                                 
= ∥ � − �� ∥� + ∥ � � − � ∥� + � � − �� 

′
� � − �       

= ∥ � − �� ∥� + ∥ � � − � ∥� + � �′� − �′�� 
′
 � − � 

= ∥ � − �� ∥� + ∥ � � − � ∥� + � − �′�  � − �               
= ∥ � − �� ∥� + ∥ � � − � ∥� − ��′ �� − ��                       
= ∥ � − �� ∥� + ∥ � � − � ∥� ≥ ∥ � − �� ∥�                         

故�是约束条件下的LSE。证毕。

      对平滑问题，若用拉格朗日乘子法解，则� = ��，�′�� = ��� = �，
�′� = �，�′� =  �,  �,  � ′� =  �, �, � ′，由定理3.6，
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�� − � = ��           
�� − � = ��           
�� − � = ��           
�� + �� + �� = �

得到�� = �� +
�
�
− �

�
 �� + �� + �� ，� = �,  �,  �。

五、关于LSE的讨论

● 缺点1，�不满秩，或接近不满秩，但因观测误差，|�′�| ≈ �。解决方
法：① 除去多余自变量，使�满秩（检验）；② 利用岭回归估计
� =  �′� + �� −��′�。

●不稳健：使用其他方法，如最小一乘估计，M估计等。
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一、参数线性相关性的检验

      参数线性相关，即存在非零的向量� ∈ ��，使得�′� = �。由于可能
同时检验多个线性关系，一般表示为：

��: �� = �   ↔  ��: �� ≠ �

其中�为� × �矩阵。因为此后要做检验（及构造置信区间），我们假设假
定B成立。

�的形式可以有多种，表示各种可能的假设。但最典型的情况如下：

�的第一行是 �,  � ,  �,  ⋯ ，则��表示待检验的假设是：协变量��的回归
系数为0， ��可从模型中删去。
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若�的第一行是 �,  � ,   − �,  �,  ⋯ ，则��表示待检验的假设是：协变量��、 
��的回归系数相等 ⋯

    记� = � �  ，则其维数为� ，又记�� =  � = �� ∈ �,  �� = � ⊂ �，
设其秩为� < � < �，再记� =   �,  �� :  � ∈ ��, �� > � ，
�� =   �,  �� :  � ∈ ��, �� = �,  �� > � ，又记�、��分别为�的无约束条
件下和约束条件�� = �下的LSE（可以不唯一），则易知，

� = ����� � = ��
�� = ������ � = ���

利用广义似然比检验法，似然函数为

� �,  �,  �� =  ���� −
�
��−

�
���

∥�−��∥�
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易知�在�与��上的最大值分别在 �,   �
�
∥ � − �� ∥� =  �,   �

�
∥ � − � ∥� 

与 ��,
�
�
∥ � − ��� ∥� =  ��,

�
�
∥ � − �� ∥� 上达到，代入后得到广义似然

比为：

� =
����� �,  �,  �� 
������ �,  �,  �

� 
= ⋯ =  

∥ � − �� ∥�

∥ � − � ∥�
 

�
�

注意到

� − �� = � − ��� = � − � + � − �� = � − �� + �� − ���

� − �� ⊥ � � ,   �� − ��� ∈ � � 
故

∥ � − �� ∥� = ∥ � − � ∥� + ∥ � − �� ∥�
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又记

� =
∥ � − �� ∥�  � − � 
∥ � − � ∥�  � − � 

=
∥ �� − ��� ∥�  � − � 
∥ � − �� ∥�  � − � 

则

� =  � +
∥ � − �� ∥�

∥ � − � ∥�
 

�
�
=  � +

 � − � 
 � − � � 

�
�

是�的单调增函数，故广义似然比检验为

�� =  � 当� > �
� 否则

如何确定常数�？下面有定理。

定理4.1. 设假定B成立，则当��成立时， �的分布为� � − �,  � − � 。

证明：（典型方法，多维正态做正交变换）
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取��,  ⋯,  ��为��的一组标准正交基，添加��+�, ⋯,  ��使之成为�的一组标
准正交基，再添加��+�,  ⋯,  ��成为��的一组标准正交基。记

�� =  ��⋯ �� �×�               �� =  ��+�⋯ �� �× �−� 
� =  ���� �×�

则�为正交矩阵。做正交变换
� =  ��,  ⋯,  �� ′ = �′�

则

� = �� =  
�=�

�
�� ��

故而

�� =  
�=�

�
�� ��

� =  
�=�

�
�� ��

� − � =  
�=�+�

�
�� ��

所以，
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� =
∥  �=�+�

� �� �� ∥�  � − � 

∥  �=�+�
� �� �� ∥�  � − � 

=
 �=�+�
� ��

�  � − � 

 �=�+�
� ��

�  � − � 
因为� = �′�，故

�~� �′�,  ���′� = � �′�,  ���� 
又因为

�′� =  
��
′

��
′  � =  ��

′ �
�

 

（因为当��成立时，� ∈ ��，与��+�,  , ⋯,  �� 正交），

所以当��成立时，
�
�� �=�+�

�
��
�~��（� − � 

�
�� �=�+�

�
��
�~��（� − � 

且相互独立，故�~� � − �,  � − � 。证毕。
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      若�为�的LSE，则� = ��，� − � = � − ��与� = ��独立。
      称� = � − ��为残差，称

� = ∥ � − �� ∥� =∥ � ∥� = �′� =  
�=�

�
 �� −  ����� +⋯+ �����  

�

为残差平方和。

推论. ��与�相互独立，从而��与�相互独立，且� ��~��（� − � 。

证明：从定理4.1证明可知，无论��成立与否，总有
�~� �′�,  ���� 

故独立性得证。又总有��+�,  ⋯,  ��与�正交，，故��+�,  ⋯,  ��独立同分布
� �,  �� ，因此

� �� =
�
�� �=�+�

�
��
�~��（� − � 

证毕。
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● 不论��是否成立，�的分母总是��的无偏估计。

二、参数线性组合的检验与置信区间

      在“一”中，我们讨论了检验�的某些线性组合是否为0的方法。如何
检验�的某个线性组合是否为某已知常数（不一定为0）？特别地，能否检
验某��为某已知的值？如何构造��的置信区间？上面的“个”可否改为
“些”？这都对应什么样的实际问题？下面进行一般性的讨论。

定理4.2. 设�是�的（一个）LSE，�′�线性可估，则�′�与�相互独立。

证明：如前，取��,  ⋯,  ��为�的一组标准正交基，添加��+�,  ⋯, ��成为��

的一组标准正交基。记��、��、�如前，做正交变换
� = �′�

则
�~� �′��,  ��� 
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      因为�′�线性可估，故存在� ∈ � � ，使得�′� = �′�。因此
�′� = �′�� = �′ �� �� � =  �′�� � � = �′�� ��,  ⋯,  �� ′

又因为

� = �′� =  
�=�+�

�
��
�

且��,  ⋯,  ��相互独立，故�′�与�相互独立。证毕。

推论. 如果�满秩，则�与�相互独立。

证明：当�满秩时，对任意的� ∈ ��， �′�线性可估。由上述证明，�′�可
以表示成��,  ⋯,  ��的线性组合。再由�的任意性，可知�与�相互独立。

      此时，
�~� �,  �� �′� −� 
� ��~�� � − � 

------------ end 20240418
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      因为�′�线性可估，故存在� ∈ �(�)，使得�′� = �′�。因此
�′� = �′�� = �′(�� ��)� = (�′�� �)� = �′��(��,  ⋯,  ��)′

又因为

� = �′� =  
�=�+�

�
��
�

且��,  ⋯,  ��相互独立，故�′�与�相互独立。证毕。

推论. 如果�满秩，则�与�相互独立。

证明：当�满秩时，对任意的� ∈ ��， �′�线性可估。由上述证明，�′�可
以表示成��,  ⋯,  ��的线性组合。再由�的任意性，可知�与�相互独立。

      此时，
�~�(�,  ��(�′�)−�)
� ��~��(� − �)
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● 在试图构造�′�的置信区间时，自然想到利用�′� − �′� = �′(� − �)，
它服从零均值正态分布，但其方差含未知参数��，以及与�相关的常数。
我们下面应该

  ① 用适当的估计代替��；
  ② 找出与�相关的常数。

● 当�满秩时，存在� ∈ �(�)，使得�′� = �′�，且� = �(�′�)−��。

定义1. 设� ∈ �(�)，�′�是�′�的无偏估计，则称�为�的伴随元。

● 在条件� ∈ �(�)下，由定理3.4的证明， �存在唯一，且�′� = �′�，即
定义是完备的。
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定理4.3. 设� ≠ �使得�′�可估，记�� = � (� − �)， �为�的伴随元，则
�′(� − �)
� ∥ � ∥ ~�(� − �)

其中�(�)表示�个自由度的�分布。（注意：�′� = �(��)）

证明：�′� = �′�是正态分布线性组合，故仍服从正态分布。
� �′� = �′�

��� �′� = ���(�′�) = �′���(�,  �)� = �′���� = ∥ � ∥���

所以�′�~�(�′�, ∥ � ∥���)，即

� =
�′(� − �)
∥ � ∥ � ~�(�,  �)

又�与�相互独立，� ��~��（� − �)，故
�′(� − �)
� ∥ � ∥ =

� �
� (� − �)��

~�(� − �)

证毕。



第四节 线性模型的假设检验

● 当�满秩时，� = �(�′�)−��，故
∥ � ∥� = �′� = �′(�′�)−��′ ∙ �(�′�)−�� = �′(�′�)−��

故定理4.3的结论变为
�′(� − �)

� �′(�′�)−��
~�(� − �)

● 利用定理4.3，我们可以对可估的�′�做假设检验
��: �′� = ��          (��已知)

此时，检验统计量为
�′� − ��
� ∥ � ∥ ~�(� − �)

● 利用定理4.3，我们还可以求可估的�′�的置信区间。皆为典型方法。

● Q: 定理4.1与定理4.3的关系与区别？�分布↔ �分布；��中多维↔一维；
��中= � ↔= ��可 ≠ �。当问题重合时，两方法是否一样？哪个好？
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定理4.4. 设� = �� =  ��
(�),  ⋯,  ��

(�) 
′
使得��

′ � = �′�可估，�� = �′� + ��，
��~� �,  �� 与�相互独立，�� = � (� − �)，�为�的伴随元，则

� =
�′� − ��

� ∥ � ∥� + �
~�(� − �)

证明：由定理4.3的证明，�′�~�(�′�, ∥ � ∥���)，故
�′� − �� = �′� − �′� − ��~� �,   ∥ � ∥� + � �� 

此时仍有
� ��~��（� − �)

且与分子相互独立，故结论成立，证毕。

● 此定理可用于预测。

● 即使�不满秩，即�不唯一，只要��
′ �可估，仍可预测�� = ��

′ � + ��。
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● 一元线性回归的假设检验：��: � = �。若��,  ⋯,  ��不全相等，则矩阵
�满秩。

      �� =  � = ��,  �� = �,  � = (�,  �) ∈ �� =  (�,⋯, �)′,  � ∈ �� 

      � =  � = ��,  � ∈ �� 
      � = � = �,   � = �
      � = ��,     �� = (�,  ⋯,  �)′
均为�维列向量。故而，

∥ � − � ∥� = �
仍为残差平方和，

∥ � − �� ∥� = ∥ �� − �� ∥� =  
�=�

�
(�� − �)� = �

为回归平方和。所以由定理4.1，

� =
� (� − �)
� (� − �) ~�(�,  � − �)
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● 一元线性回归的预测：当� = ��，�� = � + ���。

此时�′ = (�,  ��)，� = � = �，由� = �(�′�)−��，不难计算，

∥ � ∥� = �′ ∙ � = �′(�′�)−��′ ∙ �(�′�)−��                                                        

= �′(�′�)−�� =
�

 �′� 
(�,  ��) 

 ��
� − ��

− �� �
  ���

      

= ⋯ =
 (�� − ��)�

����
=

��� +  (�� − �)�

����
=

�
� +

 (�� − �)�

����

故由定理4.4，记� = � + �
�
+ (�� − �)�

���
，则

� =
�� − ��

�� (� − �)
~�(� − �)

为一元回归结果。
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      研究目的是根据数据探讨变量间的相关关系，而非科学原理探索，是
经验性的。

      本课程仅讨论一个响应变量的情形，自变量可有多个，称多元回归。

● “回归”由十九世纪英国遗传学家Galton开始使用，本意是，对给定
的自变量，相应的响应变量期望向其均值“回归”。例如，高个父亲的儿
子，平均身高大于群体平均，但小于其父亲；⋯⋯

● 但这不仅是生物遗传问题，而更是统计问题！见下例。

● 以夫妻智商为例，设平均智商均为100，方差相等，相关系数大于0
（例如0.5），散点图为（男� ，女� ）：⋯⋯，回归直线是否椭圆的长轴？
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● 注意：我们最小化的目标是散点到回归直线的竖直距离平方和。几何
上看，回归直线不是椭圆长轴，而是⋯⋯ （草图）。

● 以此预测（如你智商� =140），你未来妻子的智商�的预测结果如何？
期望为120？

● 如果将妻子智商作为� ，丈夫智商作为� ？

● 概率论分析：

若(�,  �)二维正态，则(� − ��) �=�~�(� ��
��

(� − ��),   � − �� ��
�)，例如

�� = �� = ���，��
� = ��

� = ���，� = �. �，则� �=���~�(1��,  ��)。
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● 在线性模型� = �� + �中，回归使得�“收敛”，�使得�“发散”。

● 回归应用：应慎重。不能随意将“相关”解释为“因果”，例如吸烟/
肺癌（D. R. Cox）。

● 潜在变量：能否观测，能否加入模型，替代变量？

设数据为
��          ���  ⋯  ���
��          ���  ⋯  ���

⋯⋯
��          ���  ⋯  ���
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一、回归系数估计

      下面总假设�满秩，则LSE存在唯一，为
� = (�′�)−��′�

此时的回归方程为
� = ��

从分析的角度， �也可通过求（多元）二次函数
�(�) = (� − ��)′(� − ��)

的最小值得到，即得到正规方程
(�′�)� = �′�

      若假设�� = �，���(�,  �) = ���，则�是�的无偏估计；

      若进一步假设�~�(�, ���)，则�是�的MLE。
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● 常数项问题：（在需要时）总可以引入形式变量�∙� ≡ �，则相应的��
即为常数项。此时真正的自变量个数为� − �。

● ��的无偏估计为
�� = �(�) (� − �) = � (� − �)

注意分母应为�减去回归系数的总个数。教材中为(� − � − �)，因其常数
项单列，实际含�个真实自变量，共� + �个回归系数。

二、检验

1. 回归系数的检验

      有些自变量实际上与�不相关，或相关性不显著，应考虑从回归模型
中删除。其主要目的为：



第五节 回归分析

① 简化模型与计算，防止过拟合（例如，当用多项式拟合数据时，若数
据满足一些一般性条件，则只要多项式次数足够高，残差可为0）;

② 得到对模型更好的解释（interpretation）;

③ 提高预测精度，构造置信区间时不出现过小的(� − �)。

      一般地，可同时对回归系数中某�个皆为0的假设进行检验（ � ≤ � <
� ），即��:  ��� = ��� = ⋯ = ��� = �，其中
� ≤ �� < ⋯ < �� ≤ �，此时，

� =  
� ⋯ � � � ⋯ �

⋯ ⋯
� ⋯ � � ⋯ �

 

其中⋯⋯。假设检验问题为：

��: �� = �  ↔  ��: �� ≠ �
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      由定理4.1，� = ∥ � − �� ∥� (�−�)
∥�− � ∥� (�−�)

~�(� − �,  � − �)，

注意此时� = �，� = � − �（��的维数），∥ � − � ∥� = �，∥ � − �� ∥�？

命题5.1. ∥ � − �� ∥� = �′�′ �(�′�)−��′ −���。

证明：设��成立下，即约束条件�� = �下的LSE为�，则

�� = ��，� = ��，� − �� = � � − � 。
由定理3.6（拉格朗日乘子法），存在� ∈ ��，使得

 �
′�� −�′� = �′�

�� = �
故�′�� −�′� = �′� = �′��，即

�′� � − � = �′�   ⟹      � − � = (�′�)−��′�
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左乘�，并注意到�� = �，故而
−�� = �(�′�)−��′�

因此，� =−  �(�′�)−��′ −���，所以
∥ � − �� ∥� =  � − � 

′
�′� � − �                                                

=  � − � 
′
�′�                                          

=− �′�′�                                                   
= �′�′ �(�′�)−��′ −���                  

证毕。

      由此命题，检验方法为：
① 对于给定的检验水平�，查表（ �(�,  � − �) ）得临界值�；
② 计算检验统计量�的值；
③ 当� ≤ �时不否定��，则自变量 ��� ,  ⋯,  ��� 可以从回归模型中删除；
④ 当� > �时否定��，此时⋯⋯（因为�（即��）有多种取法，后面讲）。
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      实际应用中，∥ � − �� ∥�可以使用另一种更直观的计算方法：
∥ � − �� ∥� = � − � = ∥ � − �� ∥� − ∥ � − � ∥� = � − �

�是已知的残差平方和， 即检验统计量� 的分母，� = ∥ � − �� ∥�也是残
差平方和，但对应的模型为：
            响应变量�对自变量 ��,  ⋯,  �� −  ��� ,  ⋯,  ��� 的线性回归。

计算方法：对上述模型拟合，得到新残差平方和�。

解释： �是�的总变差中，自变量 ��,  ⋯,  �� 解释不了的随机误差部分。

�是�的总变差中，自变量 ��,  ⋯,  �� −  ��� ,  ⋯,  ��� 解释不了的随机误差
部分。（总有� ≥ �）

所以� − �是�的总变差中，已有自变量 ��,  ⋯,  �� −  ��� ,  ⋯,  ��� 后，再
添加 ��� ,  ⋯,  ��� ，能够解释的部分。
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若� − �相对较小，说明当已有 ��,  ⋯,  �� −  ��� ,  ⋯,  ��� 时，再添加
 ��� ,  ⋯,  ��� ，并不能对�的变化给出显著更好的解释，故认为
 ��� ,  ⋯,  ��� 可以删除。

已有非常重要，例如研究体重⟷进食热量、进食重量等关系时，已考虑进
食热量，则进食重量可删除；未考虑进食热量，则进食重量不可删除。

“相对”指相对于� (� − �)，即检验统计量�的分母。是否“较小”？
与临界值比较。

      当自变量个数�较大时， ��� ,  ⋯,  ��� 的可能选择非常多。且各种检验
结果可能不一致。

      实用中，可使用如下建模方法。
----------------------------------- end 20240425
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若� − �相对较小，说明当已有 ��,  ⋯,  �� −  ��� ,  ⋯,  ��� 时，再添加
 ��� ,  ⋯,  ��� ，并不能对�的变化给出显著更好的解释，故认为
 ��� ,  ⋯,  ��� 可以删除。

已有非常重要，例如研究体重⟷进食热量、进食重量等关系时，已考虑进
食热量，则进食重量可删除；未考虑进食热量，则进食重量不可删除。

“相对”指相对于�  � − � ，即检验统计量�的分母。是否“较小”？
与临界值比较。

      当自变量个数�较大时， ��� ,  ⋯,  ��� 的可能选择非常多。且各种检验
结果可能不一致。

      实用中，可使用如下建模方法。
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第一步：选取检验水平� < � < �，先对所有（真实的）自变量
 ��,  ⋯,  �� 拟合回归模型� = �� + �。此时我们默认�� ≡ �为常数项。

第二步：之后取� = �，对所有（真实的）变量��，分别做假设检验
���:  �� = �，并由此得到（� − �个）检验统计量��,  ⋯,  ��。

第三步：在��,  ⋯,  ��中选取最小的一个，与� �,  � − �  的临界值比较，
若不显著，则将相应自变量从回归模型中删除。

第四步：重复以上步骤（此时少了一个自变量），直至无自变量可删除。

● 三点需要注意：

①  此方法先删除的可能是“显著性”较好，但可被其它变量替代的变量。
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②  删除某自变量后，新的回归方程必须重新拟合，所有回归系数的估计
都可能出现变化。这是因为自变量之间往往线性相关。

③ 不是一次删除多个变量，而是每次仅删除一个最不显著的。

● 教材中第六节*详细介绍了“逐步回归”，与上过程相反，且更复杂，
即从零个变量的模型开始，重复“添加/删除”过程。（实用中问题很多
⋯，可替代性）

● 还有一种检验
��:  �� = ⋯ = �� = �

若不否定��，则此项回归分析终止。

      建模结束后，不妨仍设自变量个数为�，线性回归模型为� = �� + �，
拟合的回归方程为

� = ���� +⋯����
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例1. 用下列数据拟合模型� = �� + ���� + ���� + �，并检验显著性。

 �=�
�� �� = ��，      �=�

�� ��� = ��，      �=�
�� ��� = ���， 

 �=�
�� ��� = ���，    �=�

�� ���� = ��，      �=�
�� ���� = ���， 

 �=�
�� ����� = ��，  �=�

�� ����� = ���，  �=�
�� ������ = ���。 

解：� = ��，�′� =  
�� �� ���
�� �� ���
��� ��� ���

 = �� 
� � �
� � �
� � ��

 ，

所以 �′� −� = �
��
 
� � � −�
� � −�
−� −� �

 ，�′� =  
��
��
���

 。

因此，� =  
��
��
��

 = �
��
 
� � � −�
� � −�
−� −� �

  
��
��
���

 =  
�. �
�. �
−�. �

 ，

故回归方程为：� = �. � + �. ��� − �. ���。
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下面做检验。

（一）、��:  �� = �� = �

� = �′� − �′� �′� −��′� = ��� −  �� �� ���  
�. �
�. �
−�. �

 = ��� − �� = ��

��� = 
�=�

��
 �� − � � = 

�=�

��
��� −

�
� 

 
�=�

��
�� 

�

= ��� −
���

�� = ��

所以∥ � − �� ∥� = � = ��� − � = ��（此处也可利用命题5.1） ，相应的
平方和分解公式为��� = �� = � + � = �� + ��。故而

� = �� �
�� ��

= ��，而� �,  �� < �. ��，否定��，整体回归显著。

（二）、��′ :  �� = �
对模型� = �� + ���� + �进行拟合，得到（一元回归）
��′ = ⋯ = �. �，��′ = ⋯ =− �. �，故回归方程为

� =− �. � + �. ���
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此时易知，新的回归平方和为�� = ⋯ = ��，新的平方和分解公式为：
��� = �� = �� + �� = ⋯ = �� + ��

故如前所求，∥ � − �� ∥� = �� − � = �� − �� = �。因此，

�′ = � �
�� ��

= ��. �，故否定��′ ，即��不能删除。

（三）、��:  �� = �
对模型� = �� + ���� + �进行拟合，得到（一元）回归方程为

� = �. � + �. ���
此时的回归平方和为�� = ⋯ = �，新的平方和分解公式为：

��� = �� = �� + �� = ⋯ = � + ��
故而，∥ � − �� ∥� = �� − � = �� − �� = ��。因此，

� = �� �
�� ��

= ���. �，故否定��，即��不能删除。

最后，回归方程为：� = �. � + �. ��� − �. ���。
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● 三个平方和分解公式中， ��,  �� 可以解释��� = ��中的40； �� 可以
解释��� = ��中的36； �� 可以解释��� = ��中的8。注意到�� + � > ��。

● 每次（试图）删除自变量时，回归系数都可能变化。

● 因为未删除任何变量，检验统计量的分母始终为�� ��。如果能删除，
则下一轮的检验中，检验统计量的分母也会变化。

● ��,  ��间的相关性可以导致，当试图删除��时，��系数的正负号都出现
了变化。��对�的影响是正面/负面？（设想�为体重，��为进食热量，��
为进食重量，若数据中，��大的多进食蔬菜，当��存在时，��的系数可能
为负：能否说多吃有助减肥？）

● 请大家自行利用命题5.1完成上述检验（有挑战性）。
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2*. 线性性检验与残差分析

      线性模型的一些假设可能是错误的，包括：模型不是线性的；误差不
服从正态分布，等等。

● 线性性检验的目的及与回归系数为0检验的关系：4个图（画图）。

● 当线性性检验通过后，才能检验回归系数是否为0。

      如果自变量�存在一些重复，则可以对线性性进行检验：

设�共有�种不同的取值� � （组合），其中第�种取值时��的期望为��，

则��:  �� = � � �  � = �,  ⋯,  � 。
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记� = � � 时，对�共有��次观测���  � = �,  ⋯,  �� ，又记��∙ =
�
��
 �=�
�� ���，

则可以证明，

� = 
�=�

�
 

�=�

��
 ��� − �� 

� = ⋯                                                              

=  
�=�

�
 

�=�

��
 ��� − ��∙ 

� + 
�=�

�
�� ��∙ − �� � = :�� + ��

其中��为按照线性模型对��的拟合值（画图）。

��：真实随机误差的描述，与（线性）模型是否成立无关；
��：数据偏离线性模型程度的刻画。

当��成立时，可以证明，

� =
��  � − � 
��  � − � ~� � − �,  � − � 

查表得临界值�，当� > �时否定��。
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定义：设�是线性回归模型� = �� + �的LSE，记� = ��，则称�� = �� −
��为残差。

      对� =  ��,  ⋯, �� ′的分析称残差分析，主要内容包括是否存在异常值、
正态性假设是否正确、线性假设是否成立、方差相等假设是否正确、残差
间是否相关等。

图示方法（常对一个自变量）：对某个��画出残差散点图，目测上述假设
是否成立。例如：⋯⋯

各种检验法较多，典型的如“学生化残差”方法：

记���为正定矩阵� �′� −��′主对角线上的第�个元素，令� = �  � − � ，

�� =
��

� � − ���
          � = �,  ⋯,  � 
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称上述��为学生化残差。

可以证明，若�较大，��,  ⋯,  ��近似地相互独立，近似服从标准正态分布。

设��:  ��,  ⋯,  ��相互独立，共同分布为� �, �� 。计算学生化残差，如果
某个学生化残差过大，或其绝对值大于2的个数太多（如大于5%），则否
定��。

例2. （P203，例5.5）

● 上述方法还可用于找出“异常值”（outlier）。如例2中的��。
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三、预测

      当回归方程� = ��已建立，并已通过各种检验后，可利用其进行预
测。

设��′ = �′ =  ���,  ⋯,  ��� 已知，问相应的�� =？

记�� = ����� +⋯+ ����� + ��，其中��仍服从模型假设，即��� = �，
��与��,  ⋯, ��相互独立，��~� �,  �� 。

��的点估计（预测）：�� = ����� +⋯+ ����� = ��′ �。由高斯-马尔科
夫定理，它是��� = ����� +⋯+ ����� = �′�的最小方差线性无偏估计。

��� = �′�的置信区间：
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� =
�′� − �′�

� �′ �′� −��
~� � − � 

即 ��−���
� �′ �′� −��

服从� − �个自由度的�分布。给定置信水平� − �，查表得临

界值�，则���的水平为� − �的置信区间为：
 �� − �� �′ �′� −��, �� + �� �′ �′� −�� 

最后，我们求��的置信区间。注意到�� = ��� + ��，
�� − �� = �� − ��� − �� = �′� − �′� − ��

仍为正态分布，与�� − ���相比仅多出− ��一项，且注意到− ��与
 ��,  ⋯,  �� 相互独立，故与��独立，因此�� − ��与��独立。

由定理4.4，易知：
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� =
�� − ��

� � + �′ �′� −��
~� � − � 

其中分母根号中多“1”是因为分子多了− ��。

查表得临界值�，则��的水平为� − �的置信区间为：
 �� − �� � + �′ �′� −��, �� + �� � + �′ �′� −�� 

四、控制

      提法仍为找自变量�的取值范围，使相应的�以不小于� − �的概率落
在 �,  � 中。

      因�多元，控制范围的表示一般较复杂。

      常附加对�的其他要求（因成本等），成为优化问题。
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例3. （P192，例5.2）。

五、二值响应变量回归

      设�仅取0或1（成功或失败，称成败型数据），其取1的概率与�有关。

1. Logistic回归模型

� � = � � = ����� �� =
��� �� 

� + ��� ��          

� � = � � = � − ����� �� =
�

� + ��� �� 

��� 
� � = � � 
� � = � �  = ��

即优比（odds ratio，�  � − � ）的对数为自变量的线性函数。
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参数估计方法：常求MLE，似然函数为（记� � = � � = �� = � �� ，相
应的响应变量为��）

� � = 
�=�

�
� �� ��  � − � ��  �−��

故取对数，求导，得估计方程（组）。

一定条件下，MLE存在唯一。

2. Probit回归模型

� � = � � = � ��         
� � = � � = � −� �� 

其中� ∙ 为标准正态分布函数。

类似地，可以写出似然函数，并得到MLE。
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      称����� ∙ 和� ∙ 为联系函数（link function），均为 −∞,   + ∞ 至
 �,  � 的单调函数（刻画概率）。

      两模型均已有较成熟的估计、检验、计算等方法及软件。

六、一个例子

例4. 研究1500米男子世界纪录，数据为自1896年首届现代奥林匹克运
动会以来，至1983年8月，所有得到确认的世界纪录及其被创造的时间。
自变量为时间�，响应变量为纪录��。

解：首先，利用一元线性回归模型，得到

�� = �. ��� − �. �����
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检验结果为“显著”。但问题为：

1. 残差图显示，数据不符合线性模型，模型应改进；
2. 第一个数据为异常值，原因⋯⋯，应删除；
3. 不能用于预测：��不可能取负值。

      利用上述分析，及相关专业知识，我们可以提出非线性模型如下：

�� = � + ��−��

参数估计的方法超出范围（不可能化为线性模型），结果为

�� = �. ��� + �. ����−�.����

如果去掉第一个数据（outlier），结果为



第五节 回归分析

�� = �. ��� + �. ����−�.�����

此经验公式可用于解释、预测等：

● 人类1500米男子极限时间为3分5.7秒；

● 到2083年，世界纪录可望达到3分15秒（现为3分26秒，平均每百米
13.733秒）；

● 也可以问（控制），哪年可以打破3分10秒的纪录？



第五章 试验设计与方差分析

第一节 全面试验的方差分析

      试验设计是数理统计的一个重要方向，研究各种因素（自变量）对响
应变量的影响，以及如何通过经济合理的设计方案，找到响应变量结果最
优化的因素组合。

      方差分析是研究在不同总体（因素不同水平）下，对样本方差的来源
进行分解、分析、比较，从而确定各因素对响应变量影响的大小。

● 与线性回归同样的：均讨论响应变量与自变量（因素）的关系。

● 与线性回归不同的：
1. 不做线性假设；
2. 因素离散化，可以是定性变量；
3. 目标为优化，而非实际或近似关系。
4. 数据常为试验数据，而非现场数据。



第一节 全面试验的方差分析

      设�与自变量（因素）��,  ⋯,  ��的关系为
� = � ��,  ⋯,  �� + �

● 在此，我们不关心�的形式，也不假设其（近似）为线性函数，而是在
每个因素��仅取有限个值时，利用统计方法找到其（某个）组合，使得�
的期望达到最大（最小）。

● 也希望判断��,  ⋯,  ��中，哪些对�有显著影响，哪些没有。

● 当� = �时，格子点方法。

● 一般��,  ⋯,  ��的所有取值可能太多，只能安排部分试验，重复试验？
若��有��个水平，则共有�� ×⋯× ��个试验，若还安排重复试验？
---------------------end 20240509
● 如何安排部分试验？如何分析实验数据，是试验设计的重点问题。


