
第一节 全面试验的方差分析

      设�与自变量（因素）��,  ⋯,  ��的关系为
� = � ��,  ⋯,  �� + �

● 在此，我们不关心�的形式，也不假设其（近似）为线性函数，而是在
每个因素��仅取有限个值时，利用统计方法找到其（某个）组合，使得�
的期望达到最大（最小）。

● 也希望判断��,  ⋯,  ��中，哪些对�有显著影响，哪些没有。

● 当� = �时，格子点方法，一般安排重复试验。

● �较大时，一般��,  ⋯,  ��的所有取值可能太多，只能安排部分试验，
重复试验？

若��有��个水平，则共有�� ×⋯× ��个试验，若还安排重复试验？

● 如何安排部分试验？如何分析实验数据，是试验设计的重点问题。



      本节讨论� = �、�的情形，全面试验，有重复。

一、单因素试验的方差分析

      设仅有一个因素�，可取�个水平��,  ⋯,  ��（� ≥ �）。目标：判断因
素�对指标�是否有影响？如有，哪个水平最好？

      对每个水平均安排�次重复试验，设第�个水平的第�次试验结果为���，
则模型为：

��� = �� + ���            (� = �,  ⋯,  �,   � = �,  ⋯,  �)

模型假设为 ��� 相互独立同分布，共同分布为�(�,  ��)，其中��未知。

      待检验的假设为
��:  �� = ⋯ = ��
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● 当� = �时，问题为两个正态总体的假设检验，第三章已给出标准方法。

● 当� ≥ �时，还可用方差分析的方法。

      记��∙ =
�
�
 �=�
� ���为在水平�下，样本�的均值，

      �(= �∙∙) =
�
��
 �=�
�  �=�

� ��� =
�
�
 �=�
� ��∙为总平均。

      直观上，当��成立时，因为��∙是��的无偏估计，且后者全相等，故
��∙, ⋯, ��∙与�应相差不大，即所有���偏离�均由于随机误差。
      �的总变差有分解式：
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      无论��成立与否，�� =  �=�
�  �=�

�  ��� − ��∙ 
�总是随机误差方差��大

小的刻画；而�� = � �=�
� (��∙ − �)�则刻画了因素�对�的影响。

      当��成立时，��相对于��应较小，故检验统计量取为：

� =
�� (� − �)
�� �(� − �)

      自由度的解释（从��分布角度）⋯⋯

证明（��成立时， � ~�(� − �,  �(� − �))）：

      引入变量�� =  � 当因素�取水平��
� 否则 ，记

� = (���,  ���,  ⋯,  ���)��×�′ ，�� = (�,  ⋯,  �)�′，� = (���,  ���,  ⋯,  ���)��×�′ ，
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      � =  
�� ⋯ �
⋮ ⋱ ⋮
� ⋯ ��

 
��×�

，� = (��,  ⋯,  ��)′，则模型为

� = �� + �
又令� = �(�)，易知���(�) = �。

记� =  
� −� � ⋯ �

⋯ ⋯
� � � ⋯ −�

 ，则��: �� = �。

再记�� =  � = ��:�� = �,  � ∈ �� ，则���(��) = �。
对照第四章定理4.1，我们有
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最后研究自由度：定理4.1中的� = ��，� = �，� = �，故而

� =
�� (� − �)
�� �(� − �) ~�(� − �,  �

(� − �))

证毕。

● 另一种直观证明：对任意固定的� ≤ � ≤ �，利用第二章定理3.3，得
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�  ,             
�
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且相互独立。再利用不同的�间的独立性，故而
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当��成立时，对��∙,  ⋯, ��∙再次利用第二章定理3.3，得
�

�� �
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且仍有独立性，故�~�(� − �,  �(� − �))，证毕。
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例1.（教材P226，例1.2）

解：在此例中，设��: �� = �� = ��。
此时� = �，� = ��，��∙ = ����，��∙ = ����，��∙ = ����，
因此，�� = ⋯ = �����，�� = ⋯ = ����。又� − � = �， �(� − �) = ��，

所以� = ����� �
���� ��

≈ ��. �。

查表，当� = �. ��时，� = �. ��；当� = �. ��时，� = �. ��。
故否定��，即认为三种饲料效果显著不同。显然，第三种最好。

● 习惯上，若在0.05水平否定��，称“显著不同”；若在0.01水平否定
��，称“高度显著不同”。

● 实际操作人员常使用方差分析表（ANOVA，analysis of variance）：
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ANOVA

对于例1，ANOVA为：

来源 平方和 自由度 F值 显著性

因素� �� = � 
�=�

�
(��∙ − �)�

� − � �� (� − �)
�� �(� − �)

误差 �� = 
�=�

�
 

�=�

�
 ��� − ��∙ 

� �(� − �)

总和 �� = 
�=�

�
 

�=�

�
 ��� − � 

� �� − �

来源 平方和 自由度 F值 显著性

� 11675 2 28.3 **

误差 5569 27

总和 17244 29
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● “显著*” 、“高度显著**”分别对应5%、1%，历史原因。

●方差分析表在回归分析中也常用。

● 若� = �，第三章的方法与本章方法是否一样？哪个好？

● 请思考并推导：当因素�的各不同水平中，试验重复次数不同时，结论
可否推广？如何证明？

二、两因素试验的方差分析

      设因素�有�个水平，因素�有�个水平，对� × �种组合中的任一种
����，都安排了�次试验，数据为����,  ⋯,  ����（� ≤ � ≤ �,  � ≤ � ≤ �）。
则模型为

���� = ��� + ����              (� ≤ � ≤ �,  � ≤ � ≤ �,  � ≤ � ≤ �)
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其中���为����的期望，����为随机误差，皆相互独立，共同分布为
�(�,  ��)（��未知）。

      我们共有�� + �个未知参数。这时，假设检验问题的提法一般不是期
望是否全相等，而是分为：
① 因素�对�有无影响；
② 因素�对�有无影响；
③ 是否存在�与�的交互作用。

● 画图说明3种情况⋯⋯

      为便于做上述检验，做参数变换
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称 �� �=�� 为因素�的主效应； �� �=�
� 为因素�的主效应； ��� 为�与�的交

互作用。容易验证，
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�
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�=�

�
�� = 

�=�

�
��� = 
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�
��� = �

故新参数需满足上约束条件，新参数空间的维数（独立参数的个数）为：
�(�) + (� − �)(��) + (� − �) �� + (�� − � − � + �) ��� + �(��) = �� + �

与变换前一致。

      参数变换后，模型可表示为：
���� = � + �� + �� + ��� + ����

待检验的假设为：
��:  �� = ⋯ = �� = �  
��:  �� = ⋯ = �� = �  
��: ��� = ⋯ = ��� = �
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      定义
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● 平方展开时，交叉乘积项皆为0。

从直观上看，无论��、��或��是否成立，��永远是对��的刻画；

��、��和��×�分别刻画了因素�的主效应、因素�的主效应、以及�与�的
交互作用，对�的总偏差��的影响大小。

当��成立时，相对于��，��应较小；��、��成立时类似。

相关检验统计量及其假设成立时的分布为：

�� =
�� (� − �)
�� ��(� − �) ~� 

� − �,  ��(� − �)                                 

�� =
�� (� − �)
�� ��(� − �) ~� 

� − �,  ��(� − �)                                 

�� =
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�� ��(� − �) ~�((� − �)(� − �),  ��(� − �))
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● 上述关于分布的结论无相关性，可分别独立进行。

● 证明方法：与单因素方法类似，均利用第四章定理4.1，具体省略。

● 检验方法：计算检验统计量，查表⋯⋯

● 方差分析表（ANOVA）：

方差来源 平方和 自由度 �值 显著性

� �� � − � ��
� �� � − � ��

� × � ��×� (� − �)(� − �) ��
误差 �� ��(� − �)

总和 �� ��� − �
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例2（教材P233，例1.3）：

解：此例中，� = �，� = �，� = �。相应的ANOVA为：

因此，结果为：因素�、因素�的主效应均高度显著，而�与�的交互作用
不显著，即认为不存在交互作用。

● 因素�、因素�的最佳组合：A3B4。

方差来源 平方和 自由度 �值 显著性

� 56.6 2 19.4 **
� 132.2 3 30.2 **

�× � 4.7 6 0.55
误差 17.5 12
总和 211.0 23
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      进一步的分析：教材中给出了将��×�与��合并后，新的方差分析表，
结果仍为因素�、因素�的主效应均高度显著（见P234中间表格）。此做
法的依据？

● 合并后，新的模型为
���� = � + �� + �� + ����                      (�)

● 新模型的参数个数为⋯⋯

● 新模型的平方和分解公式为⋯⋯

● 新模型的检验法推导为⋯⋯

请自行推导。
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称模型（1）为可加模型，其中�可只取1（� = �）。

● 可加模型的直观解释：各因素对指标�的总影响，恰为每个因素对指标
�的影响的叠加。

● 可加模型的参数个数大为减少，模型复杂度显著降低。但减少参数的
主要代价是：当确实存在交互作用时，模型假设错误。

●� = �情形：可能因成本等因素，不安排重复实验。此时如果存在交互
作用，则无法区分���与���；如果不存在，则模型可估（参数个数/数据维
数），但无法估计��。

● 多因素可加模型：
� = �(��,  ⋯,  ��) + � = � + ��(��) + ⋯ + ��(��) + �

其中��(��)需满足约束条件。



第二节 正交设计

      设共有� ≥ �个因素，其中第�个因素��有��个水平（�� ≥ �,  � =
�,  ⋯,�），则不同的试验（无重复）共有�� ×⋯× ��个。当�较大时，
几乎不可能安排全面试验。

      可行的方案是：以模型假设的方式（如可加模型）减少参数个数以降
低模型复杂度；从�� ×⋯× ��个可能试验中挑选一部分安排试验，并科
学分析数据。
----------------------end 20240523
      试验设计（南开、北大）的方法很多，其中正交设计简单易行、应用
价值高、实际效果好，受到广泛重视。

      正交设计（不加说明地）研究可加模型，即�′个因素中，任意两个或
多个因素间不存在交互作用，各个因素对指标的总影响为各自影响的简单
叠加（实际中广泛存在）。
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      设共有� ≥ �个因素，其中第�个因素��有��个水平（�� ≥ �,  � =
�,  ⋯,�），则不同的试验（无重复）共有�� ×⋯× ��个。当�较大时，
几乎不可能安排全面试验。

      可行的方案是：以模型假设的方式（如可加模型）减少参数个数以降
低模型复杂度；从�� ×⋯× ��个可能试验中挑选一部分安排试验，并科
学分析数据。

      试验设计（南开、北大）的方法很多，其中正交设计简单易行、应用
价值高、实际效果好，受到广泛重视。

      正交设计（不加说明地）研究可加模型，即�′个因素中，任意两个或
多个因素间不存在交互作用，各个因素对指标的总影响为各自影响的简单
叠加（实际中广泛存在）。
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      当因素��取水平��时（�� = �,  ⋯,  ��,  � = �,  ⋯,�），可加模型为

���⋯�� = �� + 
�=�

�
�� �� + ���⋯��

其中��称为问题的一般平均，�� �� 称为因素��取水平��时的主效应，
���⋯��为零均值的随机误差，试情况可假设服从� �,  �� 。

      主效应需满足约束条件：

 
��=�

��
�� �� = �

即给定�，�� �� 共有�� − �个独立参数；因此，模型共有

� �� + 
�=�

�
 �� − � + � �� = 

�=�

�
�� −�+ �

个独立参数。原模型参数个数为�� ×⋯× �� +1！

● 当交互作用存在，甚至多重交互作用存在时，正交设计一般不适用。
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 ● 当我们不做检验时，可不估计��。

      一般关心的问题为：
① 哪些因素对指标的影响大？哪些不显著？
② 如某因素显著，其哪个水平最好？
③ 哪种因素组合最佳（可加模型答案如② ）？

      正交设计的主要内容为：
① 如何从�� ×⋯× ��个可能试验中挑选�个安排试验？
② 如何分析处理试验数据？

      正交设计的主要思想为“搭配均衡”：
考虑任意两个因素���和���，其水平数分别为���和���（�� < ��）。
不同的组合数共有��� × ���种，“搭配均衡”意味着每种出现的次数相等。
若共安排�个试验，则每种出现次数皆为� （���×���）次。
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定义2.1. 设� =  ��� 是� ×�矩阵，其第�列元素由数字�,  ⋯,  ��所构成
（� = �,  ⋯,  �）。如果对任意的�� < ��，� ∈  �,  ⋯, ��� ，� ∈  �,  ⋯, ��� ，
有# �:   ���� , ���� =  �,  �  = �

���×���
，则称�是一个正交表，记为�� �� ×

⋯× �� 。

      由定义，并对�求和，得到# �: ���� = � = �
���

，即因素��各水平出现

次数相同。

      若�� = ⋯ = �� = �，则记�为�� �� 。其中�表示试验次数， �表示
（最多）可以有的因素个数， �表示每个因素的水平数。

      常用的正交表有三类（P365-371附表10）：① 二水平正交表，如
�� �� 、�� �� 、��� ��� 等；② 三水平正交表，如�� �� 、��� ��� 等；
③ 混合正交表，如�� �� × �� 等。



第二节 正交设计

�� �� 为：       
�
�
�

�
�
�

�
�
�

� � �

     它是搭配均衡的。

● �� �� 表示，用此正交表安排试验，共需4个，可有不超过3个2水平因素。
原参数个数（不含��）为�� = �。�� ↔ � × � −  � − � = �。

● ��� ��� 表示，用此正交表安排试验，共需16个，可有不超过15个2水平因素。

原参数个数（不含��）为��� = �����。��� ↔ � × �� −  �� − � = ��。

● �� �� 表示，用此正交表安排试验，共需9个，可有不超过4个3水平因素。
原参数个数（不含��）为�� = ��。�� ↔ � × � −  � − � = �。

● ��� ��� 表示，用此正交表安排试验，共需27个，可有不超过13个3水平因素。
原参数个数（不含��）为�13 = 1594323。�13 ↔ � × 13 −  13 − � = ��。

● 正交表必须满足�能够被任意的��� × ���整除；但即使满足，也可能不存在，例如不存在
��� �� 。
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● 正交表的“正交性”：

  ★ 两因素全面试验方差分析中，�� = �� + ��×� + �� + ��。

  ★ 两因素可加模型方差分析中，�� = �� + �� + ��，多因素可加模型也可有类
似分解。

  ★ 与多元回归比较，因素间正交≈协变量间独立，虽然因素可能没有随机性，甚
至不是变量（如鸡吃3种饲料）。

  ★ 多元回归中，��只能分解为残差平方和+回归平方和，回归平方和一般无法进
一步做正交分解（因为协变量间不正交），故而删除协变量的检验方法⋯⋯。

  ★ 正交设计不管因素的天然分布，直接设计其为正交（如�� �� ）。

  ★ 可否实现？工业试验没问题，涉及人较难，甚或有伦理道德问题（如食物热
量/重量；病情危重程度/是否送ICU）。
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● 正交性是正交设计的优势，不仅使平方和可分解，而且使得数据分析
简单、科学。

对模型

��� = �� + 
�=�

�′

�� ��� + ���

的参数估计（� ≤ � ≤ �为正交表中第� 个试验，�′ ≤ �（相等时称饱和
模型），� ≤ � ≤ �为其第�次重复， �可取1）：

      令��� =  �: ���=� �=�
� ���为因素��的�水平下所有的相关数据之和，则

可以证明，

�� = � =
�
�� �, �

���

�� � =
��
��
��� − �    

是��、�� � 的最小二乘估计（直观：其他因素作用相互抵消）。
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相关假设检验：对某个� ≤ � ≤ �′

���:  �� � = ⋯�� �� = �
令� =  �, ���� = ���为全部数据之和，定义

��∙ =
�
�
 

�
���

��� =
��
��
 

�=�

��
���� −

��

��
� = 

�, �
 ��� − ��∙ �

�� = 
�, �
 ��� − ��� 

�

其中��� = �� +  �=�
�′

�� ��� ，

则有平方和（方差）分解公式：

�� = 
�, �
 ��� − � � = � + 

�=�

�′

��� + ��

即在正交设计中，可以进行各因素对响应变量的偏差平方和的贡献���的正交
分解（ � 和��均为残差描述，当� = �时， � = �）。
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情况1：� > �，此时�为对误差方差最好的刻画。可以证明，

� � =
���  �� − � 
� � � − � 

~� �� − �, � � − �  

情况2：� = �，但� = � −   �=�
�′

�� −�′ + � > �（�′ < �（ �为正交
表列数），模型不饱和）时，

� � =
���  �� − � 

�� �
~� �� − �, � 

情况3：� = �，且� = � −   �=�
�′

�� −�′ + � = �（�′ = �，模型饱和）
时，无法做检验。

例1. （教材P225，例1.1；P239，例3.1；P250，例3.2）

解：① 安排试验。因每个因素有3个水平，因素个数� < �，故利用正交
表�� �� ，不妨仅利用其前3列。将三个因素及其水平按正交表填入后，
得到9个试验方案（全部需27个），见P239表3.1。
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② 分析结果（P239表3.1）。直接看，第7个最好。计算分析方法如下：

将表3.1延续为

● ���是第�个因素取水平�时，所有试验的指标之和。例如    
�11 =52.7=16.9+19.1+16.7。亦可计算���。

● ��称为极差，为���中（固定�）最大值减去最小值。

9 3(11%) 3(12’) 2(360kg) 23.1
��1 52.7 61.7 56.3
��2 62.5 63.2 62.0
��3 68.5 58.8 65.4
�� 15.8 4.4 9.1

最好水平 3 2 3
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● ��反映了因素��各水平的最大差距。此时，因为“搭配均衡”，其他
因素的影响在求差时，恰好全部抵消！即：���、���和���是可比的。

● 哪些因素对指标的影响大？从极差看，依次为成型水分�、一次碾压料
重�和碾压时间�。

● 各因素哪个水平最好？显然为��、��和��。

● 哪种因素组合最佳？显然是������，不包含于9个方案中。

● 检验：此时� = �，但� = � −   �=�
�′

�� −�′ + � = � −  � − � + � =
� > �，故可以做检验。我们省略计算的细节，直接给出相关的方差分析
表：
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ANOVA

● 此时，��.�� �,  � = ��. �，故三个因素的作用都不显著。原因：可能
数据量太少；可能自由度太小；可能可加模型不成立；可能就是不显著。

● 进一步实验设计：因为试验是人为安排的，故可分多阶段，逐步寻找
最优方案。

方差来源 平方和 自由度 �值 显著性

� 43.89 2 4.46
� 3.46 2 0.35
� 14.96 2 1.52

误差 9.85 2
总和 72.13 8


