
第六章 序贯分析初步*

第一节 序贯方法的重要性与两个要素

      我们一般说，简单随机样本为��,  ⋯,  ��。得到样本的方式可有许多
种：同时得到（如同时掷20枚硬币）；逐个得到（如1枚硬币掷20次）；
或更复杂（如有替换寿命试验）。本章讨论样本逐个得到的情形。

Q：“10枪3中”，可以是：① 仅有10发子弹，目标很多，射击之后发
现中3个；② 子弹很多，目标3个，全射中后发现用了10发。信息有无区
别？

      有时，抽样未结束时，结论就已经明确，此时为节省费用，没必要继
续抽样，统计上同样可靠。

      例如，炮弹（合格率）验收，由前知，最好的方案是 �,  � 方案：如
共试射� = ���发，若失效数超过� = �，则拒收。但若 ① 前98发皆合格，
或 ② 前10发即有3发失效，显然可停止试验。
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      进一步分析，若前80发皆合格，或前30发已有2发失效，是否可停止？

● 产生于1940年代（二战），代表人物是美国统计学家A. Wald。

● 背景为大量（昂贵）武器的（破坏性）验收。为美国节省了很多经费。

● 现代军火验收方面意义越来越大（如北大学生90年代工作）。

例1. 设�~� �,  � ，��: � ≤ �
�，设样本量为�，任一（给定）检验法为

�，则功效函数
�� � = ��� ��,  ⋯,  �� = 

��, ⋯, ��
� ��,  ⋯,  �� � �� � − � �− ��

是�的多项式，故而连续。

因此，第I类错误概率和第II类错误概率的最大值分别满足：
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� = ��� �� � : � ≤ �. � ≥ �� �. �                
� = ��� � − �� � : � > �. � ≥ � − �� �. � 

即� + � ≥ �。这对所有的�和�都成立。所以，固定样本量方法不可能使
两类错误的概率同时得到控制。

● 许多情况下，序贯方法可克服此弱点。

● 需要适当补充随机游动的内容（统计中偏概率论的方向）。

定义1. 给定随机变量序列 ��,  ��,  ⋯ ，称取值于 �,  �,  �,  ⋯ 的随机变量�
为停止时间（stopping time，简称停时），若对任意� ≥ �，有

 � = � =   ��,  ⋯,  �� ∈ �� 
其中��为��中某Borel集。

直观意义：是否在第�步停止仅取决于 ��,  ⋯,  �� ，与 ��+�,  ⋯ 无关。
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例2. （随机游动）你共有�元钱，你的对手共有�元钱。你们每赌一次，
输赢为1元。设你每次赌胜的概率为� ∈  �,  � ，则模型为一维随机游动。

记�� =  � 若你第�局胜
−� 否则 ，�0 = �，�� =  �=�

� ��，则��为你当前位置

（赢钱数）。

如果不允许赊欠，则−�、 �为两个吸收壁。一个自然的停止法则（停时）
为：一旦有人输光，赌博停止，即

�� = ��� �:  �� =− �或�� = � 
仅依赖于��,  ⋯, ��。

令�2 = ��� �:  �� = � ，则
 �2 = � =  �� = �, �� = ⋯ = ��−� =− � =  �� =− �,  � = �,  ⋯,  � −
�, �� = � − � ，故是停时，其直观意义是：只要你胜一次（首次胜利），
就停止。
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�� = ��（��已知）是停时，其含义是：约定玩��次。

�� = ��� ��, �� 也是停时，其含义是：或输光，或到时，停止。

�� = ��� �: ��+� =− � 不是停时，其含义是：如果下局我输，则停止。实
际上无法操作。

      一般地，设��,  ⋯, ��,  ⋯为独立同分布随机变量序列，令�� = �，
�� =  �=�

� ��，则有下列结论：

对��中任意的Borel集�，� = ��� � ≥ �,  �� ∈ � 是停时；特别地，对
� =  �,  � �，� = ��� � ≥ �,  �� ∉  �,  �  是停时（首次离开时刻）。

称停时�是封闭的，若� � < ∞ = �（总能停止）。

称� =  �,  � 是一个序贯方法。一般要求�是封闭的。
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      仍考虑最简单情形：参数空间仅包含两点。此时，
��: � � = �� �     ↔ ��: � � = �� � 

其中� � 为总体�的概率密度函数或概率分布函数。写成��和��是因为，
不同于第三章，两类错误概率将得到类似的对待。

      设数据��,  ⋯, ��,  ⋯是依次获得的。在时刻�，考虑似然比

�� =
 �=�
� �� �� 

 �=�
� �� �� 

= 
�=�

� �� �� 
�� �� 

如果��太大，可以停止并拒绝��；如果��太小，亦可以停止并接受��；
如果��大小适中，则暂可不下结论，再抽一个样本！

      思想：一直抽样直到有“足够把握”拒绝或接受��。

      Wald提出的方法：取待定常数� < � < � < � < ∞，分别为“太小”、
“太大”的界限。
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定义1. 称序贯检验法� =  �∗,  �∗ 为序贯概率比检验（SPRT），如果
�∗ = ��� �: � ≥ �, �� ∉  �,  �  

�∗ =  � 若��∗ ≥ �
� 若��∗ ≤ �

简记为� �,  � 。

由��的定义，��� �� =  �=�
� ���  �� �� 

�� �� 
 是一个随机游动，因此

�∗ = ��� �: � ≥ �, ��� �� ∉  ����,  ����  
是停时，即� =  �∗,  �∗ 确为序贯检验法。

定理1. 如果� �:  �� � ≠ �� �  > �，则
�� �∗ < ∞ = �                                        � = �,  � 

证明：略。
------------------end 20240525
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定义1. 称序贯检验法� = (�∗,  �∗)为序贯概率比检验（SPRT），如果
�∗ = ��� �: � ≥ �, �� ∉ (�,  �) 

�∗ =  � 若��∗ ≥ �
� 若��∗ ≤ �

简记为�(�,  �)。

由��的定义，���(��) =  �=�
� ���  ��(��)

��(��)
 是一个随机游动，因此

�∗ = ��� �: � ≥ �, ���(��) ∉ (����,  ����) 
是停时，即� = (�∗,  �∗)确为序贯检验法。

定理1. 如果� �:  ��(�) ≠ ��(�) > �，则
��(�∗ < ∞) = �                                       (� = �,  �)

证明：略。
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例1. 两点分布的检验，�~�(�,  �)，
��: � = ��    ↔ ��: � = ��

其中� < �� < �� < �是已知的常数，求SPRT。

解：��(�) = ��
�(� − ��)�−�，��(�) = ��

�(� − ��)�−�，所以

�� =  
�=�

�
 
��

��
 
��
 
� − ��

� − ��
 
�−��

=  
��

��
 
��
 
� − ��

� − ��
 
�−��

其中�� =  �=�
� ��。故而，

����� = �����
��

��
+ (� − ��)���  

� − ��

� − ��
 

由��� ��
��

> �，���  �−��
�−��

 < �，易知

�� ≥ �    ⟺ �� ≥ �� = : �� + ��
�� ≤ �    ⟺ �� ≤ �� = : �� + ��
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其中

� =−
���(� − ��) − ���(� − ��)

����� − ����� − ���(� − ��) + ���(� − ��)
∈ (�,  �)

�� =
����

����� − ����� − ���(� − ��) + ���(� − ��)
> �

�� =
����

����� − ����� − ���(� − ��) + ���(� − ��)
< �

因此，�∗ = ��� �: � ≥ �, �� ∉ (��, ��) 。

图像显示（画图），中间是继续区域，左上方拒绝，右下方接受。

● 形式简单，实用。
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例2. 正态分布情形。设�~�(�,  �)，
��: � = ��    ↔ ��: � = ��

其中�� < ��是已知常数，求SPRT。

解：

�� =  
�=�

� �(��,  ��)
�(��,  ��)

= ⋯ = �(�� − ��)��−
�
� ��

� − ��
� 

其中�� =  �=�
� ��。因此，

����� = (�� − ��)�� −
�
�
 ��

� − ��
� 

令

�� =
�� + ��

� ∙ � +
����

�� − ��

�� =
�� + ��

� ∙ � +
����

�� − ��
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则
�∗ = ��� �: � ≥ �, �� ∉ (��, ��) 

图像为（画图）⋯⋯，与两点分布情形类似，但��不必取整数值。

      一个序贯检验法将平面分成3个区域：接受、拒绝、继续区域，SPRT
由两条平行线划分，其斜率与��、��有关，而其截距与�、�有关。

      如何选取�、�？取决于第I、第II类错误。

      记� = ��(�∗ < ∞, ��∗ ≥ �)（当��成立时，停止并拒绝��，即以真为
假），� = ��(�∗ < ∞, ��∗ ≤ �)（当��成立时，停止并接受��，即以假为
真）。我们不加证明地给出下列结论。

定理2. � ≤ �
�
(� − �)，� ≤ �(� − �)。
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      这是两个很好的不等式：无论��、��是什么分布，均可用�、�直接
来控制�、�（其它部分约为1）。

      实际应用中，可采用近似方案：给定�、�，取�∗ = �
�−�

，�∗ = �−�
�

，
则一般地，�∗、�∗与目标�、�相差不大。对于序贯概率比检验法
�(�∗, �∗)，记�∗、�∗分别为其第I、第II类错误的概率，则有：

定理3. �∗ ≤ �
�−�

，�∗ ≤ �
�−�

，�∗ + �∗ ≤ � + �。

证明：略（不难）。

● 采用近似方案，第I、第II类错误的概率与原定的�、�差距不大，且并
不增大两类错误概率之和，早期很有意义。
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定理4. 设� =  �,  � 为任一序贯检验法，其两类错误的概率满足� ≤ �，
� ≤ �，其中�、�为�(�,  �)的两类错误的概率，则有

���∗ ≤ ���                         � = �,  �

● 说明其最优性：在控制两类错误概率的条件下，SPRT的平均样本量最
小。

● 教材P286表2.1、表2.2表明，与固定样本量方法比较，许多情况下，
大约可以节省50%的样本（��为��成立时平均样本量/固定样本量）。

例3. 秘书问题：10人依次面试应聘，面试前�个人后，可知其排序，面试
后需立即表示是否录用（仅1人），求使得找到最优者概率最大的策略。

例4. 设��,  ⋯,  ��, ⋯独立同分布，� > �为每次观测费用，求�使得
�(��� ��,  ⋯,  �� − ��)

最大。


