
第二节 序贯概率比检验法

定义1. 称序贯检验法� = (�∗,  �∗)为序贯概率比检验（SPRT），如果
�∗ = ��� �: � ≥ �, �� ∉ (�,  �) 

�∗ =  � 若��∗ ≥ �
� 若��∗ ≤ �

简记为�(�,  �)。

由��的定义，���(��) =  �=�
� ���  ��(��)

��(��)
 是一个随机游动，因此

�∗ = ��� �: � ≥ �, ���(��) ∉ (����,  ����) 
是停时，即� = (�∗,  �∗)确为序贯检验法。

定理1. 如果� �:  ��(�) ≠ ��(�) > �，则
��(�∗ < ∞) = �                                       (� = �,  �)

证明：略。
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例1. 两点分布的检验，�~�(�,  �)，
��: � = ��    ↔ ��: � = ��

其中� < �� < �� < �是已知的常数，求SPRT。

解：��(�) = ��
�(� − ��)�−�，��(�) = ��

�(� − ��)�−�，所以
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其中�� =  �=�
� ��。故而，

����� = �����
��

��
+ (� − ��)���  

� − ��

� − ��
 

由��� ��
��

> �，���  �−��
�−��

 < �，易知

�� ≥ �    ⟺ �� ≥ �� = : �� + ��
�� ≤ �    ⟺ �� ≤ �� = : �� + ��
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其中

� =−
���(� − ��) − ���(� − ��)

����� − ����� − ���(� − ��) + ���(� − ��)
∈ (�,  �)

�� =
����

����� − ����� − ���(� − ��) + ���(� − ��)
> �

�� =
����

����� − ����� − ���(� − ��) + ���(� − ��)
< �

因此，�∗ = ��� �: � ≥ �, �� ∉ (��, ��) 。

图像显示（画图），中间是继续区域，左上方拒绝，右下方接受。

● 形式简单，实用。
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例2. 正态分布情形。设�~�(�,  �)，
��: � = ��    ↔ ��: � = ��

其中�� < ��是已知常数，求SPRT。

解：

�� =  
�=�

� �(��,  ��)
�(��,  ��)

= ⋯ = �(�� − ��)��−
�
� ��

� − ��
� 

其中�� =  �=�
� ��。因此，

����� = (�� − ��)�� −
�
�
 ��

� − ��
� 

令

�� =
�� + ��

� ∙ � +
����

�� − ��

�� =
�� + ��

� ∙ � +
����

�� − ��
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则
�∗ = ��� �: � ≥ �, �� ∉ (��, ��) 

图像为（画图）⋯⋯，与两点分布情形类似，但��不必取整数值。

      一个序贯检验法将平面分成3个区域：接受、拒绝、继续区域，SPRT
由两条平行线划分，其斜率与��、��有关，而其截距与�、�有关。

      如何选取�、�？取决于第I、第II类错误。

      记� = ��(�∗ < ∞, ��∗ ≥ �)（当��成立时，停止并拒绝��，即以真为
假），� = ��(�∗ < ∞, ��∗ ≤ �)（当��成立时，停止并接受��，即以假为
真）。我们不加证明地给出下列结论。

定理2. � ≤ �
�
(� − �)，� ≤ �(� − �)。
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      这是两个很好的不等式：无论��、��是什么分布，均可用�、�直接
来控制�、�（其它部分约为1）。

      实际应用中，可采用近似方案：给定�、�，取�∗ = �
�−�

，�∗ = �−�
�

，
则一般地，�∗、�∗与目标�、�相差不大。对于序贯概率比检验法
�(�∗, �∗)，记�∗、�∗分别为其第I、第II类错误的概率，则有：

定理3. �∗ ≤ �
�−�

，�∗ ≤ �
�−�

，�∗ + �∗ ≤ � + �。

证明：略（不难）。

● 采用近似方案，第I、第II类错误的概率与原定的�、�差距不大，且并
不增大两类错误概率之和，早期很有意义。



第二节 序贯概率比检验法

定理4. 设� =  �,  � 为任一序贯检验法，其两类错误的概率满足� ≤ �，
� ≤ �，其中�、�为�(�,  �)的两类错误的概率，则有

���∗ ≤ ���                         � = �,  �

● 说明其最优性：在控制两类错误概率的条件下，SPRT的平均样本量最
小。

● 教材P286表2.1、表2.2表明，与固定样本量方法比较，许多情况下，
大约可以节省50%的样本（��为��成立时平均样本量/固定样本量）。

例3. 秘书问题：10人依次面试应聘，面试前�个人后，可知其排序，面试
后需立即表示是否录用（仅1人），求使得找到最优者概率最大的策略。

例4. 设��,  ⋯,  ��, ⋯独立同分布，� > �为每次观测费用，求�使得
�(��� ��,  ⋯,  �� − ��)

最大。



第七章 统计决策与贝叶斯统计大意

      统计决策与贝叶斯统计关系密切，考虑问题的角度、方法有一些类似
之处。如都利用数据之外的信息。

      可以独立发展，课程中也可独立讲授，但往往放在一起。

      有贝叶斯决策理论。

第一节 统计决策问题概述

      决策论研究当存在未知因素及随机性（不确定性）时，如何利用统计
知识做出决策。

      仍假设未知参数为� ∈ �，数据仍为� = (��,  ⋯,  ��) ∈ �。

      任一可能的决策称为行动� ∈ �， �称为行动空间。
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      统计决策（函数）：样本空间�到行动空间�的一个可测映射：� =
�(��,  ⋯,  ��) ∈ �，即当观测到数据��,  ⋯,  ��时，采取行动� ∈ �。

例1. 在参数估计问题中，若用�(��,  ⋯,  ��)估计目标�，则� = �，
�(��,  ⋯,  ��) = �(��,  ⋯,  ��)，所以估计问题包含于决策理论中。

例2. 在假设检验问题中， � =  ��,  �� =  �,  � ，其中�� = �表示接受��，
�� = �表示否定��，所以检验问题包含于决策理论中（随机化检验情形， 
� =   �,  � ）。

● 新理论应包含新内容。

损失函数�(�,  �)：表示当参数真值为�时，采取行动�造成的损失。一般
要求�(�,  �) ≥− � >−∞，故不失一般性，常假设�(�,  �) ≥ �。
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● 估计问题中，常用的损失函数有：
    ①  平方损失函数：��(�,  �) = (� − �)�；
    ②  绝对偏差损失函数：��(�,  �) = |� − �|。
均表示估计越准确，损失越小。

● 检验问题中，常用的损失函数为：

�(�,  ��) =  � 当� ∈ ��
�� 当� ∉ ��

,     �(�,  ��) =  �� 当� ∈ ��
� 当� ∉ ��

其中�� > �，�� > �为已知常数。即犯第一类错误的损失为��，犯第二类
错误的损失为��，不犯错误的损失为0。

当�� = �� = �时，称为0-1损失。当�� ≠ ��时，表示两类错误后果不同。

定义1. 称�(�,  �) = ��� �, �(��,  ⋯,  ��) 为决策�的风险函数（表示参数
为�时，决策�的平均损失）。
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● 统计决策的最优解（最优决策）：如果决策�∗使得对任意决策�，有
�(�,  �∗) ≤ �(�,  �)             ∀� ∈ �

● 最优解要求太高，常常不存在。例如，估计问题中，若取
��(�,  �) = (� − �)�，则最优解就是最小均方误差估计（一般不存在）。

定义2. 称决策�是（可）容许的，若不存在另一决策�′，使得�(�,  �′) ≤
�(�,  �)（∀� ∈ �），且对某�� ∈ �，不等式严格成立。

定义3. 称决策�∗是minimax决策，若对一切决策�，有
��� �(�,  �∗), � ∈ � ≤ ��� �(�, �), � ∈ � 

● minimax准则：先对所有�求风险函数的最大值，再对�求最小。

● 因为minimax准则比较的是最糟糕的情形，必然是保守的（例如保研
时，maxmini，看谁最低分的课程分数高，不是好标准）。
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      参数空间�、样本空间�、行动空间�和损失函数�合称统计决策问题
的四个要素。

例3. （教材P298，例1.1）检查设备零件，其可能状态为：��（好）、
��（坏），可能采取的行动为：��（保留）、��（更换）或��（修理），
损失函数为：

样本为� = �,  �，分别表示零件温度发烫、正常，其分布为：

问，采取何种决策使得损失尽量地小？

�� �� ��

�1 0 10 5
�2 12 1 6

� = � � = �
�1 0.3 0.7
�2 0.6 0.4
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此问题既非估计，又非检验，显示统计决策包含更一般的问题。

解法为穷举法（全离散，共�� = �个可能决策）:

由分布及损失函数，可以计算出风险函数

�(�,  �) = � �(�,  �(�)) = ⋯⋯

例如�(��,  ��) = �(��,  ��)�(��(�) = ��) + �(��,  ��)�(��(�) = ��) +
�(��,  ��)�(��(�) = ��) = � × �. � + �� × �. � + � × � = �。所有结果列
表如下：

�� �� �� �� �� �� �� �� ��

� = � �� �� �� �� �� �� �� �� ��

� = � �� �� �� �� �� �� �� �� ��
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按照定义2，��、��、��、��、��是容许的，��、��、��、��是不容许的
（如��一致地不如��）。

minimax决策为��，其含义为：正常时保留，发烫时更换。

例4. 设�~�(�,  �)，样本为一个观测值， �(�,  �) = (� − �)�，目的为估
计参数�。考察所有形如��(�) = ��的决策，则

�� �� �� �� �� �� �� �� ��

�(��,  �) 0 7 3.5 3 10 6.5 1.5 8.5 5
�(��,  �) 12 7.6 9.6 5.4 1 3 8.4 4 6
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�(�, ��) = ��� �, ��(�) = ��(� − ��)�                                                          
= �� �(� − �) + (� − �)� �                                                 
= ����(� − �)� + ��(� − �)��(� − �) + (� − �)���

= �� + (� − �)���                                                                    

      当� > �时，�(�, ��) = �� + (� − �)��� > � = �(�, ��)，因此��不是
可容许的；

      当� < �时，�(�, ��) = �� + (� − �)��� > �� + (� + �)��� =
�(�, �−�)，因此��也不是可容许的；

      当� ≤ � ≤ �时，不同的��之间无法比较。可以证明，它们都是可容
许的。

�(�, ��)与�(�, ��.�)的图像为（⋯⋯）
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      因为

��� �(�, ��), � ∈ � =  � 当� = �
+∞ 否则

故而（非严格证明），minimax决策为�� = �。

● 从例4可以看出，可容许性是很弱的要求，仅排除一些最不合理的��。
而��、��.�、甚至��（即不管数据是什么，总用0估计�）都是可容许的。

● 效用函数（Utility function）：其一般图像为⋯⋯

● 在商业保险中的解释与作用⋯⋯：�：不买保险时的收益（负值为损
失），�：买保险时的收益，

�� > ��
但

��(�) < ��(�)



第二节 什么是贝叶斯统计（简介）
● 以往比较不同统计方法时，常需比较参数�的两个函数，难有“一致”
性。是否可以比较两个函数的“平均”？

● 技术层面上，需要计算“加权（对参数�）”平均，从而需要“权重”，
即需要参数�有“密度”。

      Bayes学派（Bayesian）将未知参数�看成随机变量（随机向量、随
机元），从而有密度。

● 思想基础是Bayes公式（逆概率公式）。

● 称对立者为频率学派（Frequentist）。

● 发展较快，尤其近年来，因MCMC的发展。

● 见吴喜之，现代贝叶斯统计学（2000）。



第二节 什么是贝叶斯统计

● 一个例子（改自Savage (1961)）

① 某人说，他仅听几个小节，就能分出是海顿或莫扎特的作品，随机地
播放了10段音乐（5:5），他全分对了；
② 某人说，她能够尝出咖啡中，是将牛奶倒入咖啡，还是将咖啡倒入牛
奶，随机地倒了10杯（5:5），她全尝对了；
③ 某人说（喝醉后），他能预测你投掷硬币的正反面，随机地测10次
（5:5），他全预测对了。

能否认为他（她）真具备这些能力？

严格按照传统统计学家观点，这是检验问题��: � = �
�
，无论使用何种检验

法，因为数据相同，结论也应相同。

常识告诉我们：①是真的；③是假的；②待定！我们使用了数据外的知识。
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      又如，中国队组队后，对某队的以往比赛成绩是3战皆胜。如何预测
下一场的胜负？按频率学派，� = � = �，故预测下一场必胜。贝叶斯学
派给出的点估计可以是� � = �. �，而下一场中国队恰好输了。

      再如，某型号火箭以往共发射3次，皆成功，按照统计量方法，成功
率�的95%置信下限为� � − �. �� ≈ �. ���，太低。而贝叶斯学派有“合
理”方法提高。

      还有对贝叶斯学派有利的例子，也有对其不利的例子。

● 涉及到哲学等，双方争论会长期存在（不同学科真理标准不同）。

● 实际应用中，各有利弊。

● 贝叶斯学派主要问题：能否/如何利用数据外知识。
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● 基本问题：概率的定义。

频率学派定义为，某随机事件在多次重复后的“稳定”值，之后有“极
限”，适合于掷硬币、物理试验等，不适合于天气预报、石油勘探等；

柯尔莫哥洛夫（Α. Η. Kolmogorov）的定义为公理化体系，可列可加性
⋯ ⋯ ，未从语义上真正定义何为概率，大家都同意；

贝叶斯学派定义为，对事件可能性的主观信任度，尤其适合于难以重复的
事件，如“北京明天下雨的概率”、“某处下面有石油的概率”等，但可
能不可重复，可能“不客观”。

硬币正面�
�的概率，不再是硬币的属性，而是人大脑的主观产物。如果

世界上有硬币，没有人，就没有概率。
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对同一事件，不同的人可以有不同的主观（subjective）概率，如我掷硬币，对
我，相关概率为1，对你⋯⋯

对同一事件，同一个人也可以有不同的主观概率，随着你知识的累积、信息的更
新⋯⋯

博弈论的定义：你愿意付多高赌注，如巴西↔中国，你觉得1：4公平，则你对巴
西赢的主观概率为0.8（1×0.8-4× 0.2=0）。

所有概率都是条件概率，同一事件的概率不同是因为条件不同。

主观概率缺乏唯一性，一直是贝叶斯学派的一个大问题。

● 参数是未知的，故具有不确定性，因此就将其视为随机变量，故有（主观）概
率分布。

其分布可以有多个，一般仅考虑两个：先验分布（得到数据前，prior）；后验分
布（结合数据更新后，posterior）。-----------------end 20240527
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● 参数是未知的，故具有不确定性，因此就将其视为随机变量，故有（主观）概
率分布。
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例1. 已知�~�(�,  �)，其中参数�未知，数据为�� = �� = �� = �。因为�
未知，但（主观）知道� ≤ � ≤ �，取其先验分布为� �,  � ，即

�(�) = � �, � (�)
此时，似然函数为：

�(��,  ��,  ��|�) = � ��(� − �)�− ��

它是（新解释）给定参数�时，数据��,  ��,  ��的条件分布密度。

因此，所有随机变量(��,  ��,  ��,  �)的联合密度为：
�(��,  ��,  ��,  �) = �(��,  ��,  ��|�) ∙ �(�)

故当给定数据时，�的条件分布密度为

�(�|��,  ⋯,  ��) =
�(��,  ⋯,  ��|�) ∙ �(�)

 �
��(��,  ⋯,  ��|�) ∙ �(�)��

                   

=
� ��(� − �)�− ��

 �
�� ��(� − �)�− ����

=
� ��(� − �)�− ��

��( �� + �,  � −  �� + �)

=
�(� + �)

�( �� + �)�(� −  �� + �)�
 ��(� − �)�− ��             
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其中��为Beta函数。

称�(�|��,  ⋯,  ��)为参数�的后验分布密度。

贝叶斯统计的所有推断均来自后验分布。

对例1的数据，�(�|��,  ��,  ��) =
�(�)

�(�)�(�)
��(� − �)�−� = ���，其后验均

值为

����������� =  
�

�
� ∙ ����� = ⋯ = �

�

这是对�的（一个）点估计，注意频率学派为1。
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● 若数据为恰三局两胜，则 �� = �，
�(�|��,  ��,  ��) = ⋯ = ����(� − �)

����������� =  
�

�
����(� − �)�� = ����(�,  �) = �� ∙

�!
�! =

�
�

● 若背景为投掷一枚（不均匀）硬币，则随着投掷次数�增加，后验分布
密度的图像会越来越高、窄，集中于“真值”。

      数据�与参数�的联合密度有两种表达式：
�(�,  �) = �(�|�)�(�) = �(�|�)�(�)

其中�(�)、�(�)分别为�与�的边缘密度，�(�|�)、�(�|�)分别为条件密
度。

      作为�的函数，后验分布密度�(�|�)与先验密度�(�)和似然函数
�(�|�)的乘积成正比，仅当需要求归一化因子时，才考虑�(�)。



第二节 什么是贝叶斯统计

      对�的一切推断都通过后验分布�(�|�)做出，如后验均值、后验方差、
后验中位数、MAP（Mode）等。

      在较一般的条件下，有

�(�|�) =
�(�|�)�(�)

 � �(�|�)�(�)��

例2. 设�~�(�,  �)，数据为��,  ⋯,  ��，若取参数�的先验分布为
�~�(�,  ���)，求其后验分布。

解：

�(�|�)�(�) =  
�
��

 
�+� �

��
��� −

��

����
−
�
� 

�=�

�
(�� − �)� 

∝ ���  −
�
� � +

�
���
  � −

 �=�
� ��

� + � ���
 
�
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故参数�的后验分布为�  �=�
� ��

�+� ��
� ,  

�
�+� ��

� 。

● 此例可一般化。先验分布方差���大、小分别说明⋯⋯

● 随着�越来越大，后验方差趋于0，后验均值几乎就是�，先验分布的作
用越来越小。

      频率学派有置信区间（不易解释），贝叶斯学派有Bayes置信区间
（Bayesian credible interval），方法及解释很直观：

      当�(�|�)形状较好（单峰）时，取区间 ��,  �� ，满足

 
��

��
�(�|�)�� = � − �

（且�(�|�)的值在区间内更大）。
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实用中为方便起见，常取��、��满足

 
−∞

��
�(�|�)�� =  

��

∞
�(�|�)�� =

�
�

的简单方法。

对例2，参数�的95%的贝叶斯置信区间为：
 

 

 
  

 �=�
� ��

� + � ���
−

�. ��

� + � ���
,
 �=�
� ��

� + � ���
+

�. ��

� + � ���

 

 

 
  

● �越大，区间越窄，下降速度仍为� �。对例1类似。

● 贝叶斯学派的一大优势是对置信区间简单易懂的解释：参数�是随机变
量，以� − �的概率落在 ��,  �� 内。而频率学派对置信区间的解释较为曲
折。
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● Bayesian如何做预测（如对例2中��+�的预测）？若参数�已知，则直
接利用��+�的分布�(��+�|�)。现�的后验分布为�(�|�)，综合�的所有情
况，得到��+�的预测（预报）分布（predictive distribution）为

�(��+�|��,  ⋯,  ��) =  
�

�(��+�|�) ∙ �(�|��,  ⋯,  ��)��

如对例1，

�(�� = �|��,  ��,  ��) =  
�

�
� ∙ ��� �� =

�
�

恰为�的贝叶斯点估计；对例2，经过较繁琐的推导，可以得到，

��+�|��,  ⋯,  ��~� 
 �=�
� ��

� + � ���
,  
� + � + � ���

� + � ���
 

预报分布是已知��,  ⋯,  ��时，��+�的条件密度，恰符合由��,  ⋯,  ��预报
��+�的直观解释。
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● 贝叶斯学派对频率学派的又一优势：按频率学派理论��,  ⋯,  ��,  ��+�相
互独立同分布，故�(��+�|��,  ⋯,  ��) = �(��+�)，即不能利用��,  ⋯,  ��预
测��+�！

贝叶斯学派的解释为：当给定参数�时，��,  ⋯,  ��,  ��+�相互独立（条件
独立性）。

      由于�是随机变量，故当需要比较�的两个函数时，可以通过求期望
（加权平均）化为对两个数的比较。故在决策论中有：

定义1. 设�的先验分布为�(�)，�是一个（统计）决策，记

�(�) = ���(�,  �) =  
�

�(�,  �) �(�)��

称为�的平均风险。

● 每个决策对应于唯一的一个数值，故不同的决策可比较。
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定义2. 若决策�∗使得平均风险达到最小，即

�(�∗) = ��� �(�),  ∀� 
则称�∗为贝叶斯决策。

贝叶斯决策的思想：损失函数为�(�,  �(�))，先对�求平均，得风险函数�(�,  �)，
再对�求平均，得平均风险�(�)。�∗是综合所有随机因素后，平均风险（损失）最
小的决策。

对于本节例1、例2，若取损失函数为平方损失，则贝叶斯决策（贝叶斯估计）恰
为其后验均值。

例3（第一节例3）如果取先验分布为�(��) = �. �，�(��) = �. �，则平均风险可
计算，结果列表如下：

故而， ��是贝叶斯决策（发烫则修理，不发烫则保留）。

�� �� �� �� �� �� �� �� ��

�(�) 3.6 7.18 5.33 3.72 7.3 5.45 3.57 7.15 5.3
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      一般情况下，可能的决策太多，无法穷举，如何求贝叶斯决策？

      �(�)是通过两次积分得到的，故交换积分次序得：

�(�) =  
�

  
�

� �,  �(�) �(�|�)�� ∙ �(�)��          

=  
�

  
�

� �,  �(�) �(�|�)�� ∙ �(�)��

故而，当得到数据�后，只需在行动空间�中找��，使得

 
�

� �,  �(�) �(�|�)��

达到最小即可（不再考虑对� 的积分），即�∗(�) = ��。

● 贝叶斯学派的又一观点：决策只与后验分布有关，而后验分布�(�|�)
只与观测到的数据�有关！即不必考虑�未取到的可能数据的情形。
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例4. 设�~�(�,  �)，� ∈ � =  �,  � ，��:  � = � ↔ ��:  � = �，损失函数
为：

�(�,  ��) =  � 当� = �
� 否则 ,     �(�,  ��) =  � 当� = �

� 否则
其中�� = �� = �为已知常数（0-1损失），若�的先验分布为�(�) = � −
�(�) = �� = �. �，数据为简单随机样本��,  ⋯,  ��，求问题的贝叶斯检验
（贝叶斯决策），及两类错误的概率。

解：由前面知识，

�(�|�) =  
�
��

 
�
�−

�
� �=�

� (�� −�)� ∝ �−
�
�(� −�)�

所以，

�(�|�) = �. ����
−���

�
       

�(�|�) = �. ����
−��(� −�)�

其中��为某归一化常数。因此，
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�(�) =  
�

� �,  �(�) �(�|�)��                                            

= �. ����
−���

�
� �,  �(�) + �. ����

−��(� −�)�� �,  �(�) 
∝ � 否定�� + ����−��� 不否定��                                  

故贝叶斯解为：

�(�) =  � 当� > �
� 否则

两类错误的概率为：
� = �(� > �|� = �) = ⋯ = � −� � 
� = �(� ≤ �|� = �) = ⋯ = � −� � 

● 当�� ≠ �. �或两类错误的损失不同时，检验法不必以1为临界值，两类
错误的概率亦可不同。
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      首先，一些人不接受“主观概率”的定义，因此也不接受“先验分
布”、“后验分布”及其它贝叶斯统计的概念和方法。此争议会长期存在。
概率论中，选山羊或选汽车的例子就用到了先验分布。

      其次，贝叶斯统计（以往）存在计算上的困难：后验分布正比于似然
函数与先验分布的乘积，但归一化因子、后验均值、后验方差等的计算均
归结于（高维）积分。近年来快速发展并得到广泛应用的马尔科夫链随机
模拟（Markov chain Monte Carlo，简记为MCMC）方法可较好地解
决此问题。当然，仍可能有计算速度、收敛性等问题。

      再次，在同意使用贝叶斯统计方法的前提下，如何构造、确定先验分
布，是最易引起争议的问题！先验知识往往较模糊，不同的人先验知识也
不同。

      下面几条非并列关系。
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一、经验贝叶斯方法

      由数据（历史数据或现时数据）构造先验分布。例如，先选定先验分
布的类型，再根据数据得到（估计）其（超）参数。可以看作贝叶斯学派
与频率学派的结合。优点是相对客观；不足是当无历史数据时，现时数据
（可能）两次被使用。

二、“同等无知”

      若参数�仅取有限个点，则先验分布取为离散型均匀分布；若参数� ∈
 �,  � ，则取先验分布为� �,  � ；若参数� ∈ (−∞,  ∞)，取�(�) = � > �
（广义先验分布？Improper prior），后验分布往往是proper 
distribution，例如第二节中的例2，后验分布为�(�,   �

�
)。

      问题：此先验分布对参数变换不具不变性，例如，参数�是圆盘半径，
若设其服从均匀分布，则圆盘面积���（亦可设为参数）不服从均匀分布。
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三、无信息先验分布等

      无信息先验分布（Non-informative prior）

      非主观先验分布（Non-subjective prior）

      即希望先验分布不包含关于参数�的任何信息。其想法容易理解、接
受，但具体实施有不少问题。

      Jeffreys （1961）提出使用�的Fisher信息量的平方根来定义其先
验分布，（当�是多维参数时，可使用其Fisher信息矩阵行列式的平方
根），并“论证”了它是无信息的，称为Jeffreys原则。

      对于多种多样的统计模型，无信息先验分布中的“无信息”界定较复
杂，且其结果往往也不唯一。但一般地，各种无信息先验分布确实对后验
分布的影响很小。
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四、共轭分布族

      如果先验分布�(�)的类型使得后验分布�(�|�)仍为此类型，则称先验
分布�(�)是密度函数�(�|�)的共轭分布。

      优点：推导、计算非常方便。不足：仍有未知超参数；有的共轭分布
不足以描述各种先验知识。

定理1. 设��,  ⋯,  ��是来自两点分布�(�,  �)的简单随机样本，若取参数�
的先验分布为��(�,  �)，其中� > �、� > �为超参数，则�的后验分布为
�� � +  �=�

� �� ,  � + � −  �=�
� �� 。

证明：略（第二节例1的推广。由此，贝塔分布是两点分布的共轭分布）。

��(�,  �)的图像可为⋯⋯，��(�,  �)即为� �,  � 。
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定理2. 设��,  ⋯,  ��是来自参数为�的Poisson分布的简单随机样本，若取
�的先验分布为�(�,  �)，其中� > �、� > �为超参数，则�的后验分布为
� � +  �=�

� �� ,  � + � 。

证明：
�(�) = ���−��−��

�(��,  ⋯,  ��|�) =  
�=�

� ���

��!
�−� =

� �=�
� ��

��!⋯��!
�−��

故
�(�|��,  ⋯,  ��) ∝ �(�)�(��,  ⋯,  ��|�) ∝ �′��+ �=�

� ��−��−(�+�)�

证毕。（由此，伽马分布是Poisson分布的共轭分布）。

定理3. 设��,  ⋯,  ��是来自指数分布��−��的简单随机样本，若取参数�的
先验分布为�(�,  �)，其中� > �、� > �为超参数，则�的后验分布为
� � + �,  � +  �=�

� �� 。



第三节 关于先验分布

证明：
�(�) = ���−��−��

�(��,  ⋯,  ��|�) =  
�=�

�
��−��� = ���−� �=�

� ��

故
�(�|��,  ⋯,  ��) ∝ �(�)�(��,  ⋯,  ��|�) ∝ �′��+�−��−(�+ �=�

� �� )�

证毕。（由此，伽马分布是指数分布的共轭分布）

定理4. 设��,  ⋯,  ��是来自正态分布�(�,  ��
�)的简单随机样本，其中��

�已
知，若取参数�的先验分布为�(��,  ���)，则�的后验分布为�(�∗,  (�∗)�)，
其中

�∗ =
����

� + �����
��
� + ����

(�∗)� =
��
����

��
� + ����

证明：略（第二节例2的推广）。
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定义1. 称随机变量�服从参数为�、�的逆（倒）�分布，记为�~��(�,  �)，
若

� �~�(�,  �)           (� > �, � > �) 。     

定理5. 设��,  ⋯,  ��是来自正态分布�(��,  ��)的简单随机样本，其中��
已知，若取参数��的先验分布为��(�,  �)，则��的后验分布为��(� +
�
�
,  � + �

�
 �=�
� (�� − ��)� 。

证明：利用概率论知识，易知��(�,  �)的密度函数为

�(�) =
��

�(�) �
−�−��−

�
�                   (� > �)

记� = ��，则其先验分布密度为

�(�) =
��

�(�) �
−�−��−

�
�
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似然函数为

�(��,  ⋯,  ��|�) = ��−
�
��−

�
�� �=�

� (�� − ��)�，
其中�（及后面�′）为常数。故而，

�(�|��,  ⋯,  ��) ∝ �(�)�(��,  ⋯,  ��|�) ∝ �′�− �+
�
� −��−

�
� �+

�
� �=�

� (�� − ��)�  

证毕。

● 在利用贝叶斯方法处理�、��均未知的正态模型时，我们引入下面的定
义。

定义2. 称二维随机向量(� ,  �)服从参数为(�,   �,   �,   �)的正态- �先验分
布，若�的边缘分布是参数为�,   �的�分布，而在� = �下�的条件分布是
�(�,    �

��
)。这时(� ,  �)的分布密度为

�(�,  �; �,  �,  �,  �) =
��

�(�)
���−

�
����  −

��
�
(� − �)� − �� 
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定理6. 设��,  ⋯,  ��是来自正态分布�(�,    �
�
)的简单随机样本， �、 �未

知。设(�,   �)的先验分布是参数为(�,   �,   �,   �)的正态- �分布，则在
�� = ��， ⋯ ，�� = ��下， (�,   �)的后验分布是参数为
(�∗,   �∗,   �∗,   �∗)的正态- �分布，其中

�∗ =
�� + ��
� + � ,        �∗ = � + �,       �∗ = � +

�
�,  

�∗ = � +
�
� 

�=�

�
(�� − �)� +

��(� − �)�

�(� − �)       (� =
�
� 

�=�

�
�� )

证明：��,  ⋯,  ��的联合密度为

��(��,  ⋯,  ��) =  
�
�� 

�
����  −

�
� 

�=�

�
(�� −�)� 

(�,   �)的先验分布密度由定义2所示，因此知(�,   �)的后验分布密度

�(�,  �|��,  ⋯,  ��) ∝ ��+
�−�
� exp − �

�
  �=�

� (�� −�)� + �(� − �)�   −  �� 
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由于

 
�=�

�
(�� −�)� + �(� − �)� =  

�=�

�
(�� − �)� + �(�

−�)� + �(� − �)�

=  
�=�

�
(�� − �)� + (� + �) � −

�� + ��
� + �  

�
+
��(� − �)�

� + �
因此

�(�,  �|��,  ⋯,  ��) ∝ ��+
�−�
� exp  −

� + �
� �(� − �∗)� − �� 

= �(�,  �;  �∗,  �∗,  �∗,  �∗),
即后验分布是参数为（ �∗、�∗、�∗、�∗）的正态- �分布，证毕。
---------------------- end 20240530
定义3. 称随机变量�服从参数为�� > �，� > �的Pareto分布，若其密度
函数为

�(�) =  ���
��−�−� 当� ≥ ��
� 否则
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由于

 
�=�

�
 �� −� � + � � − � � = 

�=�

�
 �� − � � + � �

−� � + � � − � �

= 
�=�

�
 �� − � � +  � + �  � −

�� + ��
� + �  

�
+
�� � − � �

� + �
因此

� �,  � ��,  ⋯,  �� ∝ ��+
�−�
� exp  −

� + �
� � � − �∗ � − �� 

= � �,  �;  �∗,  �∗,  �∗,  �∗ ,
即后验分布是参数为（ �∗、�∗、�∗、�∗）的正态- �分布，证毕。

定义3. 称随机变量�服从参数为�� > �，� > �的Pareto分布，若其密度
函数为

� � =  ���
��−�−� 当� ≥ ��
� 否则
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定理6. 设��,  ⋯,  ��是来自均匀分布� �,  � 的简单随机样本，若取参数�
的先验分布为超参数��，�的Pareto分布，则�的后验分布是超参数为��′ ，
� + �的Pareto分布，其中��′ = ��� ��, ��,  ⋯,  �� 。

● 超参数�的大小表示对�靠近��（右侧）主观信念的强弱：越大越强，
越小先验密度越平。

证明：�的先验密度为

� � =
����

��+�
� ��, ∞  � 

似然函数为

� ��,  ⋯,  �� � =
�
�� �=�

�
� �, �  �� =

�
�� � �, � 

 ����� 

=
�
�� � �����, ∞  �                                                                                     
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故而，

� � ��,  ⋯,  �� ∝ � � � ��,  ⋯,  �� � ∝
�

��+�+�
� ��′ , ∞  � 

证毕。

定义4. 称 ��,  �� 服从参数为 ��,  ��,  � 的二维Pareto分布 �� < ��
，且� > �  ，若其分布密度函数是

� ��,  ��;  ��,  ��,  � =
� � + �  �� − �� �

 �� − �� �+�
� −∞, ��  �� � ��, ∞  �� .

定理3.8 设��,  ⋯,  ��是来自 ��,  �� 上均匀分布的样本，�� < ��未知。
设 ��,   �� 的先验分布是参数为��,   ��,  �的二维Pareto分布，则在�� =
��,  ⋯,  �� = ��下， ��,   �� 的后验分布是参数为��∗ , ��∗ ,  �∗的二维Pareto
分布，其中��∗ =min  ��, ��,  ⋯,  �� ，��∗ =max  ��, ��,  ⋯,  �� ，�∗ =
� + �。
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证明：��,  ⋯,  ��的联合密度为

� ��,  ⋯,  ��;  ��,  �� = 
�=�

� �
�� − ��

� ��, ��  �� 

=
�

 �� − �� �
� ��, ∞  min �� ∙ � −∞, ��  max��  

 ��,  �� 的先验密度由定义4给出，因此 ��,  �� 的后验密度为
� ��,  �� ��,  ⋯,  ��                                                                                               

=
� � + �  �� − �� �

 �� − �� �+�+�
� −∞, ��  �� � ��, ∞  �� � ��, ∞  min �� � −∞, ��  max�� 

=
�

 �� − �� �+�+�
� −∞, ��∗   �� � ��∗ , ∞  �� = � ��,  ��, ��∗ , ��∗ ,  �∗ ,               

因此后验分布是参数为 ��∗ , ��∗ ,  �∗ 的Pareto分布，证毕。

教材中给出了较一般情形下利用充分统计量寻找共轭分布的方法，有兴趣
的可查阅。
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四、层次贝叶斯学派（Hierarchical Bayesian）

      前面已有涉及：设参数�服从某种带有超参数�的分布，�待定，而超
参数�又服从某个或某种分布（若某种，还可分层）。

      例如，��,  ⋯,  �� �~� �,  � ，� �,  �~�� �,  � ，而�~��� �� ，
�~��� �� 。其图示为⋯⋯

      优点：先验分布不再是一个分布，而是一（大）类分布。利于描述多
种先验知识；先验分布更“平”。适用于MCMC计算。

● 还有最大熵先验分布等，主要思想是构造尽可能不包含任何信息的先验
分布。
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五、关于“主观”的讨论

      自然科学的一般标准要求研究者应该是客观的。

      一般初学者容易认为，贝叶斯学派主观，频率学派客观。

      一些贝叶斯学派的研究者极力构造“客观”的先验分布。

      统计分析中，主观性难以避免：模型的选择不同、优良性标准的不同、
置信度、检验水平、分段数目、核函数的选择不同、假设的不同，到本章
参数空间、损失函数等的定义不同，都不可避免地带有主观性。

      较激烈的Bayesian说：他们将主观摆在桌面上，而频率学派将主观
藏在桌面下，只拿出客观的东西来标榜自己。
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      当数据量较大时，只要模型一样（似然函数相同），则频率学派和贝
叶斯学派的结果很近似（后验=先验+似然）。

      大多数情况下，应取较“平”的先验分布，并/或说明，先验分布的
选取对分析结果影响不大。

      如果先验分布的选取确实较显著地影响后验分布，则必须对先验分布
选取的理由给出解释（如相关领域专家坚持）。
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一、目的 

     近几十年统计学最主要的进展之一，极大促进了贝叶斯统计的发展，
和各种复杂模型的应用。

      贝叶斯统计的主要推断思路：后验分布正比于先验分布与似然函数的
乘积。但求后验分布需要求积分，求后验均值等也同样。

      当参数空间维数较高、或乘积函数形式较复杂时，积分可能无法进行。

      马尔科夫链随机模拟（Markov chain Monte Carlo）可以解决此问
题。需要大量的计算。

      基本思路：利用随机模拟方法，通过分步抽样，构造一个适当的马氏
链，得到近似的、相依的后验分布模拟样本，并通过此样本计算后验的特
征，如均值、分位数等。
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      分步的作用在于将复杂问题简单化。

      记� � = � ��,  ⋯,  �� 为先验分布与似然函数的乘积（数据已给定，
不再显式表示，同时�不再表示样本量，而表示参数个数），� =
 ��,  ⋯,  �� ∈ � ⊂ ��为模型参数，模拟出的马氏链为 � � ,  ⋯,  � � ,  ⋯ 。

      在一定条件下（马氏链是非周期的，不可约的），由遍历性有
�
� 

�=�

�
� � �  → ���������� � �  

其中� � 为参数�的�元实值函数（数学要求不高），故可以适当选择来
计算如��的均值、方差等。还有，当�较大时，� � 可近似地看成后验分
布的一个样本。独立重复可得多个样本。

二、Gibbs sampler



第四节 马氏链随机模拟

      记� �� �−� 为给定�的所有其他分量�−� =  ��,  ⋯,  ��−�,  ��+�,  ⋯, �� 
时，��的条件分布密度。一般� � 的形式可能很复杂（多元函数），但
� �� �−� 往往较简单（一元函数），可由� � 的形式得到（或正比于）。

      一般算法如下：

① 产生起始点� � =  ��
 � ,  ⋯,  ��

 �  （如从�的先验分布模拟抽样）；

② 从� �1 ��
 � ,  ��

 � ,  ⋯,  ��
 �  中模拟产生��

 � ；

③ 从� �� ��
 � ,  ��

 � ,  ⋯,  ��
 �  中模拟产生��

 � ；

④ 从� �� ��
 � ,  ��

 � ,  ��
 � ,  ⋯,  ��

 �  中模拟产生��
 � ；

⑤ ⋯⋯

⑥ 从� �� ��
 � ,  ⋯,  ��−�

 �  中模拟产生��
 � 。
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      如此完成从� � 到� � 的更新。反复重复以上②至⑥，得到马氏链
 � � ,  ⋯,  � � ,  ⋯ 。

      此过程之所以是马氏的，是因为任何一个参数的更新，只依赖于其他
参数的当前值。任一个参数一旦被更新，其原值就（可以被存储）不再影
响程序运行。

      此马氏链每一步的转移概率为：

� � � , � �+�  = 
�=�

�
� ��

 �+�  ��
 �+� ,  ⋯,  ��−�

 �+� ,  ��+�
 � ,  ⋯,  ��

 �  

      �的各分量的次序可以充分考虑计算方便。

      不必一次仅更新一个分量（有时，同时更新多个更快，或更方便）。
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三、Metropolis-Hastings算法

      当Gibbs sampler的某些步骤难以直接实现时（即无法直接产生某种
分布的随机数），可采用Metropolis-Hastings算法。一般地叙述如下：

      设� �,   �′ 为（任意的）转移概率函数，希望从� � 转移到� �+� 

（可能仅变化一个分量），先由� � � , �′ 产生一个候选�′，之后计算
Hastings ratio � � � ,   �′ ，再后以概率� � � ,   �′ 接受� �+� = �′，
以概率� − � � � ,   �′ 停留在� �+� = � � 。

� � � ,  �′ =  
min  

� �′ � �′, � �  
� � �  � � � , �′ 

,  � 若� � �  � � � , �′ > �

� 若� � �  � � � , �′ = �

如此产生的马氏链的转移概率为：
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� � � ,  �′ =  
� � � , �′ � � � ,  �′ 若�′ ≠ � � 

� − 
�
� � � , �  � � � ,  � 若�′ = � � 

可以验证，
� � �  � � � , �′ = � �′ � �′,  � �  

这是马氏链以相应后验分布为平稳分布的一个重要条件。

      实际应用中，� � → � �+� 常常仅更新一个分量，合理选择� �,   �′ 
（如先验分布），可以使得� � � ,  �′ 的计算简单。

      此算法包含Gibbs sampler：当取� �, �′ = � �� �−� 时（�′ =
� �+� ），

� �′ � �′, � �  
� � �  � � � , �′ 

= �

即� �,  �′ ≡ �，总是接受候选。
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● 常见方式：当可以从� �� �−� 直接抽样时，用Gibbs sampler；否则，
用Metropolis-Hastings算法。

四、估计方法

● 因为起始点� � 可能受主观因素（先验分布）影响，往往选择（大整数）
�，当� < �时，� � 不被使用。

●  � � ,  ⋯,  � � ,  ⋯ 是马氏链，不是独立随机样本，故当其相关性较强
时，会采取每隔若干次循环，记忆一个样本的方式。

● 抽样样本质量监控：某些参数图像、似然函数图像、⋯⋯

● 后验均值、后验方差、后验中位数、后验Mode、贝叶斯置信区间等：
直接由模拟样本得到。
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● 独立产生若干个链，得到近似�. �. �.的样本。

● 主要成果：使得从前无法解决的问题得以解决；产生了大量新的模型；
算法研究（收敛速度、模型选择等）有了极大进展；大数据研究方面有用
武之地；大大推进了统计学的应用。

● 主要缺点：计算时间长，有时不收敛。

● 不完全数据的处理：将当前参数值� � 当作真值，从缺失数据的条件
分布中产生其模拟值；将此模拟值当作真数据，用全体数据及模型更新
� � 到� �+� 。

● 无论哪种方法，总有“反例”说明其不好。
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例1. 设��,  ⋯,  �� �~� �,  � ，� �,  �~�� �,  � ，�~��� �� ，
�~��� �� ，其中参数为�、�和�，��和��为已知超参数，求MCMC算
法。

解：层次贝叶斯图示为⋯⋯。

参数�的先验分布为

� � = ���−� � − � �−��−����−���

所以，

� � � ∝ ��−� � − � �−��−����−���� �� � − � �− ��
= ��+ ��−� � − � �+�− ��−��−����−���                                      

故而，
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� � �,  �,  � ~��  � + �� , � + � − �� 

� � �,  �,  � ∝ � �+  �� −� ��� � −���                    
~��� �� − ��� �                                                         

� � �,  �,  � ∝ � �+�−  �� −� ��� �−� −���           
~��� �� − ��� � − �                                                  

因此，例1中的MCMC具体算法（之一）为：
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① 产生起始点� � =  � � ,  � � ,  � �  ，其中� � ~��� �� ，
� � ~��� �� ， � � ~�� � � ,  � �   ；

② 从�� � � +  �� , � � + � −  ��  中模拟产生� � ；

③ 从��� �� − ��� � �   中模拟产生� � ；

④ 从��� �� − ��� � − � �   中模拟产生� � ；

⑤ 完成� � =  � � ,  � � ,  � �  到� � =  � � ,  � � ,  � �  的模拟。重复上
述过程②至④，产生� � ⋯⋯。
---------------------- end 20240601
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① 产生起始点�(�) =  �(�),  �(�),  �(�) ，其中�(�)~���(��)，
�(�)~���(��)， �(�)~��(�(�),  �(�)) ；

② 从��(�(�) +  �� , �(�) + � −  �� )中模拟产生�(�)；

③ 从��� �� − ��� �(�)  中模拟产生�(�)；

④ 从��� �� − ��� � − �(�)  中模拟产生�(�)；

⑤ 完成�(�) =  �(�),  �(�),  �(�) 到�(�) =  �(�),  �(�),  �(�) 的模拟。重复上
述过程②至④，产生�(�)⋯⋯。
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例2. 某个MCMC算法中的某个步骤，需要从�(�) = � �� + � + � (�� + �) 
（� ∈  �,  � ）中抽样，完成从�(�)到�(�+�)的更新，�是待定常数。如何完成？

解：不妨取转移函数�(�(�),   �′)为�(�,  �)（或某个��分布），即独立于�(�)产生
�(�+�)的候选�′，则Hastings ratio �(�(�),   �′)的计算为：

� �(�),  �′ =
�(�′)�(�′, �(�))

� �(�) �(�(�), �′)
=

� �′� + � + �  �′� + �  ∙ �

�  �(�)� + � + �  �(�)� + �  ∙�

=
�′� + � + �  �′� + � 

�(�)� + � + �  �(�)� + � 
                                 

当其≥ �时，以概率1令�(�+�) = �′；
当其< �时，以概率� �(�),  �′ 令�(�+�) = �′，以概率� − � �(�),  �′ 令�(�+�) =
�(�)。

有时， 部分参数以正概率不更新的情形，比Gibbs sampler有更快的收敛速度。



第八章 抽样调查概述
第一节 简介

● 统计学中重要、且很有实用价值的方向，研究如何方便、简捷、有效
地得到有代表性的“好”样本。

● 常具有较大新闻价值、商业价值、社会价值等，也需要一定费用。

● “简单随机子样”可能很难、有时甚至不可能得到，例如如何抽取
5000个代表所有北京人？

● 历史上，1936年，《文学摘要》发出一千多万问卷，预测兰登以57%
比43%获胜，实际上罗斯福以62%比38%获胜，为何差距这么大？

   ① 问卷选取有偏，偏重富人；

   ② 回答有偏，仅1 4弱的人寄回问卷，一般多为其中中等收入者，即存在回答偏倚。
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● 大样本量可能无用，仅重复错误。

● 盖洛普仅用几千个样本，得到了显著改善的预测，但其预测罗斯福
56%比例获胜，仍有6%偏差：获得全体选民的随机样本不容易。

● 面询抽样：常有主观偏差，找面容和善者。

● 入户调查：易抽到家庭主妇，退休人士。

● 比例抽样：比例未知或不准确。

● 流行病学调查：样本相对固定。

● 数据缺失：一些人对部分或全部问题不回答（MAR、MCAR、MNI）。
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问卷设计的一个（经典）例子

      对敏感问题的调查中，若直接询问，被询问者常不配合，如调查吸毒
率�。一个解决方法是，设是否吸毒与生日上、下半年相互独立，则概率
分布如下表：

对路人的问题是：你是否生日在下半年，且不吸毒？问题不敏感。回答是
或否的概率分别为(1−�) 2、(1+�) 2，若数据分别为��、��，则由估计
方程

��

��
=

(1 − �) 2
(1 + �) 2

可得估计量� = (��−��) (��+��)。它是MLE。

上半年出生 下半年出生

吸毒 � 2 � 2

不吸 (1 − �) 2 (1 − �) 2



第二节 单纯随机抽样

      设总体为 ��,  ⋯, �� （人群有限），其中相应指标值为 ��,  ⋯, �� ，
我们希望估计� = �

�
 �=�

� ��。

完全随机的抽样法为：
① 从�个单元中抽取一个，记为��；
② 从其余� − �个单元中抽取一个，记为��；

⋯      ⋯                                                                       

此方法称为单纯随机抽样，取得的�个样本，称为单纯随机样本。

定理1. 设��,  ⋯,  ��是从 ��,  ⋯, �� 中得到的单纯随机样本，则� =
: �
�
 �=�

� ��是�的无偏估计，其均方误差为���(�) = �
�
 � − �

�
 ��，其中

�� = �
�−�

 �=�
� (�� − �)�。



第二节 单纯随机抽样

证明：

记�� =  � 若第�个单元进入样本
� 否则 ，则

�(��) = �(�� = �) =
� ∙ ��−�

�−�

��
� =

�
�                                                     

� ���� = � �� = �,�� = � =
� ∙ � ∙ ��−�

�−�

��
� =

�(� − �)
�(� − �)   (� ≠ �)

故

�(�) = � 
�
� 

�=�

�
���� =

�
� 

�=�

�
���(��) =

�
� 

�=�

�
�� = �

� �� =
�
�� �    

�=�

�
���� 

�

 =
�
�� �  

�=�

�
����

� + � 
�<�

�������� 



第二节 单纯随机抽样

=
�
��  

�=�

�
��

� �
� +

�
��  

�<�
����

�(� − �)
�(� − �)

=
�

�� 
�=�

�
��

� +
�(� − �)

��(� − �) 
�<�

����        

所以
���(�) = � �� − (��)�                                                                                          

     = �
��

 �=�
� ��

� + �(�−�)
��(�−�)

 �<� ���� −
�
��  �=�

� ��
� − �

��  �<� ����（= (��)�）

=
� − �
���  

�=�

�
��

� − �
� − �

���(� − �)
 

�<�
����                                                   

=
� − �
���  

�=�

�
��

� −
� − �

���(� − �)
  

�=�

�
��

� + � 
�<�

���� +
� − �

���(� − �)
 

�=�

�
��

�            

=
�
� � −

�
� 

�
� − �   

�=�

�
��

� −
�
�  

�=�

�
�� 

�

 =
�
�  � −

�
� ��               

证毕。



第二节 单纯随机抽样
定理2. �(�) = �

�
 � − �

�
 ��是���(�)的无偏估计，其中�� = �

�−�
 �=�

� (�� −
�)�。

证明：由定理1，只需证��� = ��，而

�� =
�

� − �   
�=�

�
��

� − ��� =
�

� − �   
�=�

�
��

��� − ��� 

� �� =
�

� − �   
�=�

�
��

��(��) − ��(��)                                 

而

� �� = ���(�) + �(�)� =
�
� � −

�
� �� +  

�
� 

�=�

�
�� 

�

所以

� ��                                                                                                       

=
�

� − �  
�
� 

�=�

�
��

� − � 
�
� � −

�
� �� +  

�
� 

�=�

�
�� 

�
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=
�

� − �  
�
�

(� − �)�� −  � −
�
� �� = ��                                 

证毕。

由上面两个定理，�是�一个很好的点估计，其方差可以用�(�)估计。

● 若想估计某年北京人均收入，只需抽取�个单纯随机样本即可（如果能
做到），利用定理1，求平均。

● 若想得知上述估计的精度，利用定理2即可。

● 更有信息量的描述：给出分位点。

● 对于收入，一般地，中位数<人均收入。



关于期末考试

● 考试时间：2024年6月13日，周四，下午2：00-4：00

● 考试地点：二教203

● 考试要求：闭卷；严禁作弊；不得使用计算器等任何电子设备；手机
按学校要求放好。

● 分数分布：多数为基础题，约20%有一定难度题，约20%稍难题。

● 答疑：6月12日下午2：00-4：00，6月13日上午9：00-11：00，
335/智华楼。

● 期中考试及平时作业成绩：有特殊情况的提前向助教说明。

● 关于查卷：你有权利，但希望尊重别人；判分标准的解释权归改卷人。



总复习

第二章

      似然函数，最大似然估计，矩估计，相合性，无偏估计，均方误差，
一致最小方差无偏估计，充分统计量，完全统计量，指数分布族，C-R不
等式，置信区间（置信上限、置信下限），��分布，�分布，自由度，枢
轴量方法，统计量方法*，经验分布函数，直方图法，核估计法*。

第三章

      零假设，否定域，随机化检验法*，第I类错误，第II类错误，功效函
数， UMP检验，无偏检验， UMPU检验， N-P引理，似然比检验法，单
参数指数族的四种典型问题（四个定理），假设检验与置信区间的对应关
系，广义似然比检验法，检验法的相合性*，一些常见（正态）问题的检
验法， �分布及其性质，临界值与�值，拟合优度检验*（��检验、独立性
检验、 Kolmogorov检验）。



总复习

第四章

      自（协）变量，因（响应）变量，一元线性回归，最小二乘估计，残
差，平方和分解，相关系数，预测，控制；线性模型，投影方法，线性可
估性，高斯-马尔科夫定理，带约束的线性模型的参数估计，线性模型的
假设检验（定理4.1、定理4.3等），多元回归模型的估计、检验、预测等，
回归方程的解释，自变量选择*，线性性检验与残差分析*，Logistic模型*，
Probit模型*。

第五章 试验设计与方差分析

      单因素、两因素全面试验的方差分析，可加模型，重复试验，平方和
（方差）分解公式及其背景和统计意义，方差分析表，正交设计*。



总复习

第六章 序贯分析初步

      随机游动*，停止时间*，序贯判决法则*，序贯概率比检验*。

第七章 统计决策与贝叶斯统计大意

      决策论，损失函数，可容许性，minimax准则，效用函数*，主观概
率，先验分布，后验分布，贝叶斯置信区间，预测分布*，贝叶斯决策，
共轭分布族，马尔科夫链随机模拟*。

第八章 抽样调查概述

      抽样调查的意义*，单纯随机抽样*。



感谢所有同学的参与！

感谢助教王啸辰、杨云
帆的帮助！


