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向量范数的定义

定义

令记号∥·∥ : Rn → R+ 是一种非负函数,如果它满足:
正定性:对于∀v ∈ Rn,有∥v∥ ⩾ 0,且∥v∥ = 0 ⇔ v = 0n×1;
齐次性: 对于∀v ∈ Rn和α ∈ R,有∥αv∥ = |α| ∥v∥;
三角不等式: 对于∀v,w ∈ Rn,均成立∥v + w∥ ⩽ ∥v∥+ ∥w∥.

则称∥·∥是定义在向量空间Rn上的向量范数.

最常用的向量范数即我们熟知的ℓp范数(其中p ⩾ 1):

∥v∥p =

(
n∑

i=1

|vi|p
) 1

p

; ∥v∥∞ = max
1⩽j⩽n

|vj|.

柯西不等式: 设a, b ∈ Rn,则|aTb| ⩽ ∥a∥2 ∥b∥2 ,且等号成立的条件
是a与b线性相关.
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向量范数的定义

容易看出, p = ∞时,有关"最大值"的定义
要求向量的分量是有限的.在一般化的空
间中,这一要求很可能不成立,此时我们只
需将"最大值"更换成"上确界"即可.

向量范数度量的是v与零点之间的距离. 在
实际应用时,我们通常使用p = 1, 2,∞的情
形,即分别使用∥v∥1 , ∥v∥2 , ∥v∥∞度量v在不
同意义下的距离,这是因为它们具有鲜明
的度量特征.

左图是它们各自的范数球实例,请想一想
不同范数所度量的距离分别具有怎样的特
征?这些特征分别适用于度量什么情形?
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矩阵范数

矩阵范数可以由向量范数的定义推广得到。常见的矩阵范数有：

∥A∥1 =
∑

i,j |Aij|

∥A∥F =
√∑

i,j A2
ij =

√
Tr (AAT)

算子范数是一类特殊的矩阵范数,它由向量范数诱导得到:

∥A∥(m,n) = max
x∈Rn,∥x∥(n)=1

∥Ax∥(m) .

p = 1时, ∥A∥p=1 = max
∥x∥1=1

∥Ax∥1 = max
1⩽j⩽n

∑m
i=1 |aij|.

p = 2时, ∥A∥p=2 = max
∥x∥2=1

∥Ax∥2 =
√
λmax(ATA),又称为A的谱范数.

p = ∞时, ∥A∥p=∞ = max
∥x∥∞=1

∥Ax∥∞ = max
1⩽i⩽m

∑n
j=1 |aij|.
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矩阵范数

核范数定义为

∥A∥∗ =
r∑

i=1

σi,

其中σi(i = 1, · · · , r)为A的所有非零奇异值, r = rank (A).

矩阵A,B的内积定义为

⟨A,B⟩ = Tr
(
ABT) = m∑

i=1

n∑
j=1

aijbij.

柯西不等式: 设A,B ∈ Rm×n,则

|⟨A,B⟩| ⩽ ∥A∥F ∥B∥F ,

等号成立当且仅当A和B线性相关.
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凸集的几何定义

在Rn空间中,经过不同的两点x1, x2可以确定一条直线,其方程为

y = θx1 + (1 − θ)x2, θ ∈ R.

特别,当0 ⩽ θ ⩽ 1时,直线退化为以x1, x2为端点的线段.

定义

仿射集 如果过集合C中的任意两点的直线都在C内,则称C为仿射集,
即

x1, x2 ∈ C ⇒ θx1 + (1 − θ)x2 ∈ C,∀θ ∈ R.

例 线性方程组Ax = b的解集X是仿射集,因为∀x1, x2 ∈ X (x1 ̸= x2)均
满足θAx1 + (1 − θ)Ax2 = b.
反之,任何仿射集均可表示为某一线性方程组的解集.
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凸集的几何定义

定义

凸集 如果连接集合C中的任意两点的线段都在C内,则称C为凸集,即

x1, x2 ∈ C ⇒ θx1 + (1 − θ)x2 ∈ C,∀0 ⩽ θ ⩽ 1.

仿射集当然都是凸集.

(a) (b) (c)

例 在左图中我
们列出了一些凸
集、非凸集的例
子.其中(a)为凸
集, (b)和(c)均为
非凸集.
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凸集的性质

定理

若S是凸集,则kS = {ks|k ∈ R, s ∈ S}是凸集.

若S和T均是凸集,则S + T = {s + t|s ∈ S, t ∈ T }是凸集.

若S和T均是凸集,则S ∩ T是凸集.

凸集的内部和闭包都是凸集.

上述定理前2点在凸集定义前提下是显然的.我们简述第3点为何成立.
证明: 设x, y ∈ S ∩ T且θ ∈ [0, 1]. 由于S和T均为凸集,则

θx + (1 − θ)y ∈ S ∩ T ,

这证明S ∩ T是凸集.
实际上,任意多凸集的交都是凸集.该结论在证明复杂集合是凸集时非
常有用,因为我们可以考虑将其视为任意个凸集的交.
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凸组合和凸包

从凸集中可以引出凸组合和凸包的概念.

定义

凸组合 形如
x = θ1x1 + θ2x2 + · · ·+ θkxk,

θ1 + · · ·+ θk = 1, θi ⩾ 0, i = 1, · · · , k.

的点称为x1, · · · , xk的凸组合.

定义

凸包 集合S的所有点的凸组合构成的点集为S的凸包,记为convS.

定理

凸集和凸包的关系 若convS ⊆ S,则S是凸集;反之亦然.

上述定理并不显然,请尝试证明. (提示: 用数学归纳法)
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凸包的例子

例 在下图中我们列出了一些离散点集和连续点集的凸包. 其中,左子
图为离散点集的凸包,右子图为扇形连续点集的凸包.



13/46

convS是包含S的最小凸集

定理

convS是包含S的最小凸集.

证明 由凸包的定义可知, S ∈ convS,并且convS是凸集.
若再设X是另一凸集且满足S ⊆ X ⊆ convS,下面我们需要证明只可能
是X = convS. 为证明此结论,我们先证明一个重要的命题,从而直接导
出本定理的成立.

定理

对于任意向量集S, convS是包含S的一切凸集的交集.

证明 令X表示包含S的所有凸集的交集.我们之前证明,凸集的交是
凸集,因此X是凸集.因为convS是一个凸集且包含S,则X ⊆ convS.
另一方面, S ⊆ X ,因此convS ⊆ convX .
再由凸集和凸包的关系得到convX = X ,得到convS ⊆ X .
综上有X = convS.
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仿射包

仿射集和凸集的定义很像,除了θ的范围有所不同. 受此启发,从凸组合
和凸包的定义中可以自然引出仿射组合和仿射包的概念.

定义

仿射组合 形如
x = θ1x1 + θ2x2 + · · ·+ θkxk,

θ1 + · · ·+ θk = 1, θi ∈ R, i = 1, · · · , k.

的点称为x1, · · · , xk的仿射组合.

定义

仿射包 集合S的所有点的仿射组合构成的点集为S的仿射包,记
为affineS.

affineS是包含S的最小仿射集.
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R3中仿射包的例子

例 下图为R3中圆盘S的仿射包示意图,可见仿射包直接将原集合拓展
为了其所在的全平面.
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锥组合和凸锥

相比于凸组合和仿射组合,锥组合不要求系数的和为1,因此一般而言锥
组合都是开放的.

定义

锥组合 形如

x = θ1x1 + · · ·+ θkxk, θi > 0(i = 1, · · · , k).

的点称为x1, · · · , xk的锥组合.

定义

凸锥 若集合S中任意点的锥组合都在S中,则称S为凸锥.
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凸锥的例

例 下图显示了R2中两点x1, x2的凸锥. 可见R2中若两点不与原点O共
线,则其形成的凸锥为一个半径无穷的圆的扇形部分.
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超平面和半空间

定义

超平面 任取非零向量a ∈ Rn,形如{
x|aTx = b

}
的集合称为超平面.

定义

半空间 任取非零向量a ∈ Rn,形如{
x|aTx ⩽ b

}
的集合称为半空间.

超平面是仿射集和凸集,半空间是凸集但不是仿射集.
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超平面和半空间的例

例 下图是R2中超平面和半空间的例子.其中,左子图为超平面,其为
一条直线;右子图为半空间.
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多面体

我们把满足线性等式和不等式组的点的集合称为多面体,即

{x|Ax ⩽ b,Cx = d} ,

其中A ∈ Rm×n, C ∈ Rp×n, x ⩽ y表示向量x的每个分量都小于等于y的对
应分量.

多面体是有限个半空间和超平面的交,因此由凸集的性质可知,其为凸
集.
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范数球、椭球

如下定义的球和椭球也是常见的凸集.

定义

球 设空间中到某一定点xc(称为中心)的距离小于等于定值r(称为半
径)的点的集合为(范数)球,即

B (xc, r) = {x| ∥x − xc∥ ⩽ r} = {xc + ru| ∥u∥ ⩽ 1} .

一般而言,我们使用∥·∥2度量距离,即使用2-范数球.

定义

椭球 设形如{
x| (x − xc)

T P−1 (x − xc) ⩽ 1
}
= {xc + Au| ∥u∥2 ⩽ 1}

的集合为椭球,其中xc为椭球中心, P对称正定,且A非奇异.
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范数锥

球和椭球的范围取决于x的范围,而锥的范围则同时取决于x和控制
径t的范围.

定义

范数锥 形如
{(x, t) | ∥x∥ ⩽ t}

的集合为范数锥.

锥是凸集.同时,使用∥·∥2度量距离的锥为二次锥，也称冰淇淋锥。

Norm balls and norm cones

norm: a function ‖ · ‖ that satisfies

• ‖x‖ ≥ 0; ‖x‖ = 0 if and only if x = 0

• ‖tx‖ = |t| ‖x‖ for t ∈ R

• ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖

notation: ‖ · ‖ is general (unspecified) norm; ‖ · ‖symb is particular norm

norm ball with center xc and radius r: {x | ‖x− xc‖ ≤ r}

norm cone: {(x, t) | ‖x‖ ≤ t}
Euclidean norm cone is called second-
order cone

x1
x2

t

−1

0

1

−1

0

1
0

0.5

1

norm balls and cones are convex

Convex sets 2–8
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特殊矩阵集合和(半)正定锥

我们介绍3类矩阵的集合.

定义

对称矩阵集合 记Sn为n × n对称矩阵的集合,即

Sn =
{

X ∈ Rn×n|XT = X
}
.

定义

半正定矩阵集合 记Sn
+为n × n半正定矩阵的集合,即

Sn
+ = {X ∈ Sn|X ⪰ 0} .

定义

正定矩阵集合 记Sn
++为n × n正定矩阵的集合,即

Sn
++ = {X ∈ Sn|X ≻ 0} .
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半正定锥的例子

我们一般称Sn
+为半正定锥. 下图是二维半正定锥的几何形状.

0
1

0.2

0.4

0.5 1

z

0.6

0.8

y

0.8

0 0.6

x

1

0.4-0.5
0.2

-1 0

由图可知,二维半正定锥的实际
范围是{
(x, y, z) |x ⩾ 0, z ⩾ 0, xz ⩾ y2} .
这实际上可以由半正定矩阵的
性质直接得到:

对于矩阵

(
x y
y z

)
,其特征值应

全部大于等于0,由此可推出

x ⩾ 0, z ⩾ 0, xz ⩾ y2.



26/46

提纲

1 范数

2 凸集的定义

3 重要的凸集举例

4 保凸的运算

5 广义不等式与对偶锥

6 分离超平面定理



27/46

仿射变换的保凸性

仿射变换(缩放、平移、投影等)也是保凸的.

定理

仿射变换的保凸性 设f : Rn → Rm是仿射变换,即f (x) = Ax + b,
A ∈ Rm×n, b ∈ Rm,则

凸集在f下的像是凸集:

S ⊆ Rn是凸集⇒ f (S) = {f (x)|x ∈ S}是凸集.

凸集在f下的原像是凸集:

C ⊆ Rm是凸集⇒ f−1(C) = {x|f (x) ∈ C}是凸集.
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仿射变换的保凸性

例线性矩阵不等式的解集

{x|x1A1 + · · ·+ xmAm ⪯ B} (Ai, i = 1, · · · ,m,B ∈ Sp)

是凸集.这由仿射变换可以直接得到.

例双曲锥 {
x|xTPx ⩽

(
cTx
)2

, cTx ⩾ 0,P ∈ Sn
+

}
是凸集.
证明: 双曲锥可以转化为二阶锥{

x| ∥Ax∥2 ⩽ cTx, cTx ⩾ 0,ATA = P
}
,

而二阶锥可由二次锥{(x, t) | ∥x∥2 ⩽ t, t ⩾ 0}经过仿射变换得到,因此二
阶锥、二次锥均为凸集.
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透视变换和分式线性变换的保凸性

透视变换 P : Rn+1 → R:

P(x, t) = x/t, domP = {(x, t) | t > 0}.

透视变换下凸集的像和原像是凸集。

分式线性变换 f : Rn → Rm:

f (x) =
Ax + b
cTx + d

, domf = {x | cTx + d > 0}

分式线性变换下凸集的像和原像是凸集。
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适当锥

我们知道锥是凸集.一个凸锥K ⊆ Rn是适当锥,当其还满足
K是闭集;

K是实心的,即intK ̸= ⊘;

K是尖的,即内部不含有直线: 若x ∈ K,−x ∈ K,则一定有x = 0.

例 非负卦限K = Rn
+ = {x ∈ Rn|xi ⩾ 0, i = 1, · · · , n}是适当锥.

例 半正定锥K = Sn
+是适当锥.

例 [0, 1]上的有限非负多项式

K =
{

x ∈ Rn|x1 + x2t + · · ·+ xntn−1 ⩾ 0,∀t ∈ [0, 1]
}

是适当锥.
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广义不等式

广义不等式是一种偏序(不必要保证所有对象都具有可比较性)关系，
可以使用适当锥诱导.

定义

广义不等式 对于适当锥K,定义偏序广义不等式为

x ⪯K y ⇐⇒ y − x ∈ K,

严格偏序广义不等式为

x ≺K y ⇐⇒ y − x ∈ intK.

例 坐标分量不等式(K = Rn
+)

x ⪯Rn
+

y ⇐⇒ yi ⩾ xi.

例 矩阵不等式(K = Sn
+)

X ⪯Sn
+

Y ⇐⇒ Y − X半正定.
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广义不等式的性质

⪯K的诸多性质在R中与⩽类似.

定理

广义不等式的性质 记⪯K是定义于适当锥K上的广义不等式,则
自反性: x ⪯K x;
反对称性: 若x ⪯K y且y ⪯K x,则x = y;
传递性: 若x ⪯K y且y ⪯K z,则x ⪯K z;
可加性: 若x ⪯K y且u ⪯K v,则x + u ⪯K y + v;
非负缩放: 若x ⪯K y且α ⩾ 0,则αx ⪯K αy.

利用偏序关系和广义不等式的定义可以轻松证明上述性质.
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对偶锥

设K是一个锥.

定义

对偶锥 令锥K为全空间Ω的子集,则K的对偶锥为

K∗ = {y ∈ Ω| ⟨x, y⟩ ⩾ 0, ∀x ∈ K} .

对偶锥是相对于锥K定义的,因此我们知道锥的同时也可以求出对偶锥.
我们将对偶锥为自身的锥称为自对偶锥

例 K = Rn
+的对偶锥是它本身,因此是自对偶锥.

例(请自证) K = Sn
+的对偶锥是它本身,因此是自对偶锥.

例(请自证) 锥K =
{
(x, t) | ∥x∥p ⩽ t, t > 0, p ⩾ 1

}
的对偶锥是

K∗ =
{
(x, t) | ∥x∥q ⩽ t, t > 0, q ⩾ 1, (p, q)共轭

}
.

例 上例中二次锥的对偶锥是它本身,因此是自对偶锥.
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对偶锥

例 我们在下图中给出了一个R2平面上的一个例子.图中深色区域表
示锥K,根据对偶锥的定义, K∗中的向量和K中所有向量夹角均为锐角
或直角.因此,对偶锥K∗为图中的浅色区域．
注意,在这个例子中, K也为K∗的一部分．
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对偶锥的性质

下面我们简单列举对偶锥满足的性质,这是很重要的.

定理

对偶锥的性质设K是一锥, K∗是其对偶锥,则满足
K∗是锥(哪怕K不是锥也成立);
K∗始终是闭集,且是凸集;
若intK ̸= ⊘,则K∗是尖的,即内部不含有直线;
若K是尖的,则K̊∗ ̸= ⊘;
若K是适当锥,则K∗是适当锥;
(二次对偶)K∗∗是K的凸包. 特别,若K是凸且闭的,则K∗∗ = K.
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对偶锥诱导的广义不等式

既然适当锥的对偶锥仍是适当锥,则可以用适当锥K的对偶锥K∗也可以
诱导广义不等式. 我们在下文简称其为"对偶广义不等式".

定义

对偶广义不等式 适当锥的对偶锥K∗可定义广义不等式

x ⪯K∗ y ⇐⇒ y − x ∈ K∗,

其满足性质:
x ⪯K y ⇐⇒ λTx ⩽ λTy,∀λ ⪰K∗ 0;

y ⪰K∗ 0 ⇐⇒ yTx ⩾ 0,∀x ⪰K 0.

使用对偶广义不等式的好处是,对偶锥始终是闭且凸的,并可将一个偏
序问题转换为满足一个偏序条件的全序问题.
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分离超平面定理

超平面是空间中一类特殊的凸集(仿射集),可以证明Rn空间中的超平面
恰好是n − 1维的.我们可以用超平面分离不相交的凸集.

定理

分离超平面定理 如果C和D是不相交的凸集,则存在非零向量a和常
数b,使得

aTx ⩽ b,∀x ∈ C,
且

aTx ⩾ b,∀x ∈ D,

即超平面
{

x|aTx = b
}
分离了C和D.

超平面分离定理表明,如果要软划分Rn中的2个凸集,则只需要求得一
个适当的超平面即可. 这在分类问题中属于很容易解决的问题.实际上,
如果有任何一个集合不是凸集,则定理一般不成立,此时我们若要划分
不同的集合,则一般需要使用更加复杂的平面.
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分离超平面的示意

例 下图是R2中的2个凸集,我们使用超平面即可轻松划分.
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分离超平面的示意

例 下图是R2中的两个集合,其中一个不为凸集.我们无法使用超平面
对其划分,而必须使用更加复杂的平面. 这就给划分问题带来了巨大的
挑战.
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分离超平面定理证明

这里仅考虑一个特殊情形。假设存在c ∈ C和d ∈ D使得:

∥c − d∥2 = dist(C,D) = inf{∥u − v∥2 | u ∈ C, v ∈ D} > 0.

定义a = d − c, b = (∥d∥2
2 − ∥c∥2

2)/2和

f (x) = aTx − b = (d − c)T(x − (d + c)/2).

以下证: f (x) ≤ 0,∀x ∈ C且f (x) ≥ 0,∀x ∈ D，即给出了分离超平面。

先证f (x) ≥ 0, ∀x ∈ D。其它情形类似。

假设存在u ∈ D，使得

f (u) = (d − c)T(u − (d + c)/2) < 0.

可以将f (u)写成:

f (u) = (d − c)T(u − d) + ∥d − c∥2
2/2.
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分离超平面定理证明

因此有：
(d − c)T(u − d) < 0.

对于t ∈ [0, 1]，构造d与u的凸组合z(t) = d + t(u − d)，因此z(t)也
在集合D里.由于

d
dt
∥z(t)− c∥2

2|t=0 = 2(d − c)T(u − d) < 0,

因此存在充分小的t1 ∈ (0, 1]，使得

∥z(t1)− c∥2 < ∥d − c∥2.

这意味着点z(t1)到c的距离比d近，矛盾。
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严格分离定理

我们在超平面分离时提到了软划分的概念,其表明若集合仅是凸集,则
定理中等号可能成立,即某一凸集与超平面相交(请尝试举一个简单例
子).很多时候进一步要求超平面与任何凸集都不交,为此我们需要加强
定理的条件.

定理

严格分离定理 如果C和D是不相交的凸集,且C是闭集, D是紧集,则存
在非零向量a和常数b,使得

aTx < b,∀x ∈ C,

且
aTx > b,∀x ∈ D,

即超平面
{

x|aTx = b
}
严格分离了C和D.

此定理的退化形式即D退化为单点集{x0}. 此时课本中的定理成立.
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支撑超平面

上述严格分离定理的退化形式要求x0 /∈ C. 当点x0恰好落在C的边界上
时(此时不满足"不相交"的条件),我们可以构造超平面.

定义

支撑超平面 给定集合C以及边界上的点x0,如果a ̸= 0满
足aTx ⩽ aTx0, ∀x ∈ C,那么称集合{

x|aTx = aTx0
}

为C在边界点x0处的支撑超平面.

根据定义,点x0和集合C也被该超平面分开.
从集合上而言,超平面

{
x|aTx = aTx0

}
与集合C在点x0处相切,并且半空

间
{

x|aTx ⩽ aTx0
}
包含C.
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支撑超平面定理

注意根据凸集成立的分离超平面定理,凸集上任何的边界点都满足支撑
超平面存在的条件,则对于凸集成立如下的定理.

定理

支撑超平面定理 若C是凸集,则C的任意边界点处都存在支撑超平面.

支撑超平面定理有非常强的
几何直观:给定一个平面后,
可把凸集边界上的任意一点
当成支撑点,将凸集放在该
平面上.
这也是凸集的特殊性质,一
般的集合甚至无法保证存在
平面上的支撑点.
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