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问题引入

考虑下面的带ℓ1范数正则的优化问题

min
x

µ∥x∥1 +
1
2
∥Ax − b∥2.

ℓ1范数不可微，f (x)的一个次梯度为AT(Ax − b) + µsign(x).
如何定义海瑟矩阵？

经典牛顿法的更新格式为:

xk+1 = xk −∇2f (xk)−1∇f (xk).

目标：不可微情形如何定义牛顿法？
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问题引入

令f (x) = 1
2∥Ax − b∥2，h(x) = µ∥x∥1，则

∇f (x) = AT(Ax − b),

proxtkh(x) = sign(x)max{|x| − tkµ, 0}.

对于该非光滑问题，可以利用近似点梯度算法给出迭代格式：

xk+1 = proxtkh(x
k − tk∇f (xk))

近似点梯度法收敛到不动点方程的解：

F(x) = x − proxth(x − t∇f (x)) = 0

如何对上述方程应用牛顿法?
由于prox算子不可微，如何定义雅可比矩阵？
如何定义牛顿法？
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雅可比矩阵

定义 (梯度)
给定函数f : Rn → R，且f在点x的一个邻域内有意义，若存在向
量g ∈ Rn 满足

lim
p→0

f (x + p)− f (x)− gTp
∥p∥

= 0, (1)

就称f 在点x处可微．此时g称为f 在点x处的梯度.

当f : Rn → Rm 是向量值函数时，可以定义它的雅可比（Jacobi）矩
阵J(x) ∈ Rm×n，它的第i行是分量fi(x)梯度的转置，即

J(x) =



∂f1(x)
∂x1

∂f1(x)
∂x2

· · · ∂f1(x)
∂xn

∂f2(x)
∂x1

∂f2(x)
∂x2

· · · ∂f2(x)
∂xn

...
...

...
∂fm(x)
∂x1

∂fm(x)
∂x2

· · · ∂fm(x)
∂xn


.
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广义雅可比

假定Ω ⊆ Rn是开集，F : Ω → Rm是局部利普希茨连续的，根
据Rademacher定理，F几乎处处可微的，故可引入广义微分的概念．

定义

设F : Ω → Rm是局部利普希茨连续的, DF是F是可微点组成的集合,
F在x的B-微分可以被定义为

∂BF(x) :=
{

lim
k→∞

∇F(xk)|xk ∈ DF, xk → x
}
.

克拉克广义雅可比定义为B-微分的凸包

∂F(x) = conv(∂BF(x)).

容易看出，如果F : Ω → Rm 上局部利普希茨连续，则对任意x ∈ Ω，
广义雅可比∂F(x)是非空紧凸集．
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广义雅克比的性质

对于利普希茨连续映射F : Rn → Rn,如果F 是单调的，那么对于
任何的x ∈ Rn，∂BF(x)中的每个元素都是半正定的．

由于邻近算子是单调的，因此其广义雅克比矩阵是半正定。此
外，由于其是非扩张的，还可以推出它们的特征值的界．

设g是Rn 上的适当的闭凸函数, F(x) = proxγg(x). 则对任意
的J ∈ ∂F(x)，我们都有J 是对称半正定矩阵，且∥J∥2 ≤ 1．

设g : Rn → R是（块）可分的，即g可表示成：g(x) =
∑n

i=1 gi(xi),
其中xi ∈ Rni，

∑k
i=1 ni = n是x的所有分量的块划分)，

则∂B(proxγg(x))和∂(proxγg(x))中的所有元素均为（块）对角矩
阵．
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广义雅可比例子

例 (ℓ1 范数的邻近算子)
设g = ∥x∥1，则

proxγg(x) = sign(x)max(|x| − γ, 0), 1 ≤ i ≤ n. (2)

注意到proxγg(x)是可分的，因此∂B(proxγg(x))中的每个元素均为对角
矩阵，设α = {i||xi| > γ}，β = {i||xi| = γ}，δ = {i||xi| < γ}，
若J ∈ ∂B(proxγg(x))，则我们有

Jii =


1, 若 i ∈ α,

∈ {0, 1}, 若 i ∈ β,

0, 若 i ∈ δ.

(3)

且上面定义的对角矩阵是关于广义微分proxγg(x)．
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半光滑性

下面给出本章中最重要的一个概念——半光滑性的定义．

定义

设F : Ω → Rm是局部利普希茨连续的，称F在x处是半光滑的，如果其
满足

(a) F在x点是方向可微的;
(b) 对于任意的d和J ∈ ∂F(x + d),下面的关系成立

∥F(x + d)− F(x)− Jd∥ = o(∥d∥), 当 d → 0.

如果（b）被替换成对于任意的d和J ∈ ∂F(x + d)，下面的关系成立

∥F(x + d)− F(x)− Jd∥ = O(∥d∥2), 当 d → 0.

那么称F在x处是强半光滑的．
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半光滑性

半光滑性和强半光滑性在数乘、求和和复合运算下都是封闭的。

光滑函数、所有的凸函数，分段连续可微的函数都是半光滑的。
具有李普希兹连续梯度的可微函数，p范数∥ · ∥p和分段线性函数是
强半光滑的。一个向量值函数是半光滑的（或强半光滑的）当且
仅当每个元素函数是半光滑的(或强半光滑的)。

很多函数的邻近算子具有半光滑性和和强半光滑性

∥x∥1 与∥x∥∞ 的邻近算子映射是强半光滑的.
多面体的投影是强半光滑的.
对称锥上的投影是强半光滑的.
在许多应用中,邻近算子是逐段C1 因此是半光滑的.
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ℓ1范数邻近算子的强半光滑性

例 (ℓ1范数)
ℓ1范数∥x∥1的邻近算子为收缩算子ϕ(x) = sign(x)max(|x| − µt, 0)，其是
强半光滑的．

Proof.
只证明一维的情形，多维的情形可以类似被证明．其广义雅克比为

∂ϕ(x) =


{1}, 若 |x| > µt,
[0, 1], 若 |x| = µt,
{0}, 若 |x| < µt.

(4)
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ℓ1范数邻近算子的强半光滑性

Proof.
当|x| ≠ µt时，函数ϕ(x)是可微的，因此是强半光滑的．故只需要验证
在两个不可微点，强半光滑性是成立的．对于x = µt，如果d > 0，则
我们有x + d > µt，因此其广义雅克比为∂ϕ(x) = {1}，则对于任意
的J ∈ ∂ϕ(x)，我们有

|ϕ(x + d)− ϕ(x)− Jd| = 0.

如果−2µt < d < 0，则我们有−µt < x + d < µt，因此其广义雅克比
为∂ϕ(x) = {0}，则对于任意的J ∈ ∂ϕ(x)，我们有

|ϕ(x + d)− ϕ(x)− Jd| = 0.

因此可得在x = µt处，ϕ(x)是强半光滑的．类似的，可以证明x = µt也
是强半光滑的．故ϕ(x)是强半光滑的．
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求解非光滑线性方程组的半光滑牛顿算法

许多算子分裂算法，比如近似点梯度法、DRS算法等，等价于一
个不动点迭代，其可以诱导一个非线性方程组

F(z) = 0, (5)

其中F(z) = z − T(z)，T为算子分裂算法对应的不动点映射．求解
非线性方程组(5)即能求解原始的复合优化问题．

定义 (求解非光滑方程组(5)的半光滑牛顿算法)
假定F的是局部利普希茨连续的，则其广义雅克比存在．取F在zk点任
意的广义雅克比矩阵Jk ∈ ∂F(zk)，若Jk可逆，其基本的迭代格式为

zk+1 = zk − J−1
k F(zk). (6)

半光滑性也能保证牛顿型算法具有超线性收敛或二次收敛．
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BD-正则性

定义

如果F 在z点所有B-微分的元素J ∈ ∂BF(z)都是非奇异的，那么称F
在z点是BD-正则的．

BD-正则性是一个非光滑方法局部收敛性分析的普遍假设.

假设

定义在(5)中的映射F在最优点z∗是半光滑的和BD-正则的．

注：BD-正则的条件也可以换成是所有雅克比矩阵是非奇异的．
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半光滑牛顿法的局部收敛性

引理

如果假设1成立，则存在常数c > 0，κ > 0和一个小邻域N(z∗, ε0)使
得对于任意的y ∈ N(z∗, ε0)和J ∈ ∂BF(y)，下面的结论成立：

(1) z∗ 是一个孤立解；

(2) J 是非奇异的并且∥J−1∥ ≤ c；

(3) 局部误差界条件对于F(z)在邻域N(z∗, ε0)上成立，也就是
说∥y − z∗∥ ≤ κ∥F(y)∥．
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半光滑牛顿法的局部超线性收敛性

定理

设假设1成立并且z∗是F(z) = 0的解．那么存在一个小邻域N(z∗, ϵ)，使
得迭代(6)是良定义的，且对于任意的k有zk ∈ N(z∗, ϵ)，迭代(6)是超
线性收敛的．如果F是强半光滑的，迭代(6)是二次收敛的．

Proof.
根据引理1，迭代(6)是良定义的．我们可以简单的推出

∥zk+1 − z∗∥ = ∥zk − J−1
k F(zk)− z∗∥

≤ ∥J−1
k ∥ · ∥F(zk)− F(z∗)− Jk(zk − z∗)∥

= o(∥zk − z∗∥).

其中最后一个等式来源于半光滑性．如果F是强半光滑的，则其可以改
为O(∥zk − z∗∥2)
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求解优化问题的半光滑牛顿算法

半光滑牛顿法也可以用于求解优化问题，考虑如下优化问题

min
x

f (x), (7)

其中f (x)是可微的，但不是二阶可微的．其最优性条件
为∇f (x) = 0．

可以看到求解优化问题(7)可以看成是求解一个非光滑的方程组．
如果∇f (x)是半光滑的，并且假定Jk ∈ ∂B(∇f (xk))是非奇异的，则
可以做如下迭代

xk+1 = xk − J−1
k ∇f (xk). (8)
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半光滑牛顿法收敛性

可以看到半光滑牛顿算法求解优化问题实际上是求解方程的半光滑牛
顿方法一个简单的推广，因此求收敛性可以简单的从定理1推广过
来，故有如下局部收敛性定理．

定理

设假设1对∇f (x)成立并且x∗是优化问题(7)的最优解．那么迭代(8)是
良定义的，且存在一个小邻域N(x∗, ϵ)，使得对于任意
的k有xk ∈ N(x∗, ϵ)，迭代(8)是超线性收敛的．如果∇f (x)是强半光滑
的，迭代(8)是二次收敛的．
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半光滑牛顿法

针对凸优化问题，其广义海瑟矩阵是对称半正定的，因此可以选
择任意的Jk ∈ ∂B(∇f (xk))，计算线性方程组

(Jk + µkI)dk = −Fk (9)

来得到半光滑牛方向．

此时得到的牛顿方向为优化问题的下降方向，因此可以利
用Armijo线搜索准则选取步长，即选取最小的非负常数mk，满足

f (xk + ρmdk) ≤ f (xk) + σρm∇f (xk)T∇f (xk), (10)

其中ρ, σ ∈ (0, 1)是给定的常数．取下一步的迭代点为

xk+1 = xk + ρmk J−1
k dk. (11)
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半光滑牛顿法

上述相应的算法总结在算法1．

Algorithm 1求解优化问题的半光滑牛顿算法

1: 给定参数0 < σ, ρ < 1
2: 选择x0，设置k = 0
3: while没有停机时 do
4: 选择Jk ∈ ∂BF(zk)
5: 选取µk > 0求解牛顿方向dk 满足(9)
6: 选取最小的非负常数mk 满足(10)
7: 更新xk+1 根据(11)
8: 设置k = k + 1
9: end while
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LASSO问题：基于近似点梯度法的半光滑牛顿算法

考虑下面的带ℓ1范数正则的优化问题

min
x

µ∥x∥1 +
1
2
∥Ax − b∥2. (12)

令f (x) = µ∥x∥1 和h(x) = 1
2∥Ax − b∥2．

利用近似点梯度法可以将需要求解的问题表示成求解下面的非线
性方程组

F(x) = x − proxtf (x − t∇h(x)) = 0.

F(x)的一个广义雅克比矩阵可以表示为

J(x) = I − M(x)(I − t∇2h(x)), (13)

其中M(x) ∈ ∂proxtf (x − t∇h(x))和∇2h(x)是h(x)的广义海瑟矩阵
（梯度∇h(x)的一个广义雅克比矩阵）．
特别的，f (x)的邻近算子为收缩算子(

proxtf (x)
)

i
= sign(xi)max(|xi| − µt, 0).
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LASSO问题：基于近似点梯度法的半光滑牛顿算法

由上述分析可知广义雅克比矩阵M(x)可以为一个对角矩阵，它的
对角元素是

(M(x))ii =

{
1, 如果|(x − t∇h(x))i| > µt,
0, 否则.

为了方便表示，我们定义指标集合

I(x) := {i : |(x − t∇h(x))i| > tµ} = {i : (M(x))ii = 1},
O(x) := {i : |(x − t∇h(x))i| ≤ tµ} = {i : (M(x))ii = 0}.

则雅克比矩阵可以被表示成

J(x) =
(

t(∂2h(x))I(x)I(x) t(∂2h(x))I(x)O(x)
0 I

)
.

利用雅克比矩阵分块结构，可以降低求解线性方程组的复杂度．
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LASSO问题：基于近似点梯度法的半光滑牛顿算法

令I = I(xk)和O = O(xk)，然后需求解方程组可以被表示为

(1 + µk)sk
O = −Fk,O,

(t(∂2h(x))II + µI)sk
I + t(∂2h(x))IOsk

O = −Fk,I .

可以得到方程组的等价形式

sk
O = − 1

1 + µk
Fk,O,

(t(∂2h(x))II + µI)sk
I = −Fk,I − t(∂2h(x))IOsk

O.

实际上并不需要求解原始比较大的线性方程组，只需要求解规模
为|I|的线性方程组即可．由于ℓ1范数能够保证问题(12)的解是稀疏
的，而指标集I恰好是解非零元的位置，因此在实际问题|I|是非常小
的．这表明上述算法很好的利用了问题的稀疏结构，求解牛顿方向的
代价是比较小的．
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LASSO问题

no. of A calls

0 100 200 300 400 500

‖
F
(z
)‖

2

10
-15

10
-10

10
-5

10
0

10
5

ASLB(1)
ASSN
SSNP
SNF
SNF(aCG)
SpaRSA

(a) 20dB

no. of A calls

0 200 400 600 800 1000

‖
F
(z
)‖

2

10
-15

10
-10

10
-5

10
0

10
5

ASLB(1)
ASSN
SSNP
SNF
SNF(aCG)
SpaRSA

(b) 40dB

Figure:关于A- and AT取用总次数NA的残差变化
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LASSO问题

iteration
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基追踪问题

考虑基追踪(BP)问题

min ∥x∥1, s.t. Ax = b, (14)

其中A ∈ Rm×n 是行满秩的，b ∈ Rm．令f (x) = 1Ω(Ax − b)
和h(x) = ∥x∥1，其中设置Ω = {0}，则其可以表示为两项均不光滑的复
合优化问题．

下面我们讨论两种求解基追踪问题的半光滑牛顿算法．

基于DRS算法的半光滑牛顿算法

基于增广拉格朗日函数法的半光滑牛顿算法
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回顾DRS算法

考虑复合优化问题
min f (x) = g(x) + h(x)

其中g, h是闭凸函数.

Douglas-Rachford迭代: 从任意初始点z0开始，

x(k) = proxth(z
k−1)

y(k) = proxtg(2xk − zk−1)

z(k) = zk−1 + yk − xk

t为正常数

通常用于g, h的proximal算子计算代价较小的场景

在较弱的条件下(如极小点存在)，迭代点列xk收敛
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基追踪问题：基于DRS的半光滑牛顿算法

DRS算法不动点映射对应的非线性方程组为

F(z) = proxth(z)− proxtf (2proxth(z)− z) = 0. (15)

为了简化近似点算子的求解，我们假定AA⊤ = I．那么函数f (x)的近似
点算子可以写为

proxtf (z) = (I − A⊤A)z + A⊤ (
prox1Ω(Az − b) + b

)
= z − A⊤(Az − b).

其一个广义雅可比矩阵D ∈ ∂proxtf ((2proxth(z)− z))为

D = I − A⊤A. (16)

函数h(x)的近似点算子是

(proxth(z))i = sign(zi)max(|zi| − t, 0).

我们可以取一个广义雅可比矩阵M(z) ∈ ∂proxth(z)，其为对角矩阵，且
对角元为

Mii(z) =
{

1, |(z)i| > t,
0, 否则.
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基追踪问题：基于DRS的半光滑牛顿算法

因此，映射F(z)的一个广义雅可比矩阵有形式

J(z) = M(z) + D(I − 2M(z)). (17)

令W = (I − 2M(z))和H = W + M(z) + µI．使
用Sherman-Morrison-Woodbury (SMW)公式，我们有逆矩阵

(J(z) + µI)−1 = (H − A⊤AW)−1

= H−1 + H−1A⊤(I − AWH−1A⊤)−1AWH−1.

写出矩阵W 和H 的对角元：

Wii(z) =
{

−1, |(z)i| > t,
1, 否则

and Hii(z) =
{
µ, |(z)i| > t,
1 + µ, 否则.
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基追踪问题：基于DRS的半光滑牛顿算法

那么WH−1 = 1
1+µ I − S,其中S也是对角矩阵，其对角元为

Sii(z) =
{ 1

µ + 1
1+µ , |(z)i| > t,

0, otherwise.

因此，I − AWH−1A⊤ = (1 − 1
1+µ)I + ASA⊤．定义指标集合

I(x) := {i : |(z)i| > t} = {i : Mii(x) = 1},
O(x) := {i : |(z)i| ≤ t} = {i : Mii(x) = 0}

和AI(x) 表示一个矩阵，其包含A的I(x)列．则有

ASA⊤ = (
1
µ
+

1
1 + µ

)AI(x)A
⊤
I(x). (18)

上面的性质可以推出I − AWH−1A⊤ 是半正定的．如果子矩阵AI(x) 是容
易获得的，可以避免在求解牛顿方向时使用更大的矩阵A，从而降低求
解牛顿方向的计算复杂度．
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基追踪问题
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Figure:关于A- and AT取用总次数NA的残差变化
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基追踪问题
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Figure:关于迭代次数的残差变化
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增广拉格朗日乘子法

考虑问题
min
x∈Rn

∥x∥1 s.t. Ax = b.

其对偶问题：
min
y∈Rm

bTy, s.t. ∥ATy∥∞ ≤ 1.

通过引入变量s，上述问题可以等价地写成

min
y∈Rm,s∈Rn

bTy, s.t. ATy − s = 0, ∥s∥∞ ≤ 1. (19)

引入拉格朗日乘子λ和罚因子σ，对偶问题的增广拉格朗日函数为

Lσ(y, s, λ) = bTy + λT(ATy − s) +
σ

2
∥ATy − s∥2

2, ∥s∥∞ ≤ 1.

那么，增广拉格朗日函数法的迭代格式为：
(yk+1, sk+1) = argmin

y,∥s∥∞≤1

{
bTy +

σ

2
∥ATy − s +

λ

σk
∥2

2

}
,

λk+1 = λk + σ(ATyk+1 − sk+1)

(20)
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增广拉格朗日乘子法

固定y求解只关于s的最小化问题得到

s = P∥s∥∞≤1

(
ATy +

λ

σ

)
. (21)

将s的表达式代入增广拉格朗日函数中，我们得到

Lσ(y, λ) = bTy +
σ

2

∥∥∥∥ψ(
ATy +

λ

σ

)∥∥∥∥2

2
− λ2

2σ
, (22)

其中ψ(x) = sign(x)max{|x| − 1, 0}。
消去s的增广拉格朗日函数法为：

yk+1 = argmin
y

{
bTy +

σ

2

∥∥∥∥ψ(
ATy +

λ

σ

)∥∥∥∥2

2

}
,

λk+1 = σψ

(
ATyk+1 +

λk

σ

) (23)
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半光滑牛顿法

函数Lσ(y, λk)关于y是连续可微的，且其梯度为

∇yLσk(y, λ
k) = b + σkAψ

(
ATy +

λk

σk

)
.

函数Lσk(y, λ
k)并不是二阶可微的，但是∇yLσk(y, λ

k)是广义可微且
半光滑，其一个广义雅可比矩阵为

Jk = ADkAT,

其中Dk是对角矩阵，对角元为

(Dk)ii =

{
1 若|(ATyk+1 + λk

σk
)i| > 1,

0 若|(ATyk+1 + λk

σk
)i| ≤ 1.

这样通过半光滑牛顿算法，我们就可以很容易的求解(23)中子问
题，且上面广义雅可比矩阵有很好的稀疏性，能用比较小的代价
求解牛顿步．
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